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�� !"���#�$� � %&� '���$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  
� �� �� ($))� *� '���$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  
� �� � + $���"��,�#�$�� *� &� '���$�� "�� &�$ %,����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -
� �� �- . �$*$��$ %,����� /�� *&� '���$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0
� �� �0 . �$*$��$ '���$�� /�� *&� '���$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1
� �� �2 . �$*$��$ ) �%�$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3
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 �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8

.
 � !"���#�$� � %&��� ) ����,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �9
�  � �� :;&�;����#� *� ) ����,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �9
�  � � ($))� � *�<����#� *� ) ����,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �9
�  � �- . �$*$��$ *� &�� ) ����,� " �� &� �&)��$ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�  � �0 + $���"��,�#�$�� *� ) ����,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
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.
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.
 �2 =&�$'��$�� �* �&�$'���$�� *� &�� ) ����,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3
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�	� �>> ��7�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

.
- �� .��) �%%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

.
- � +$)���$ *� &� '���$�� �""��,��$ ��%" ���$ �* &� "$�$ � � � � � � � � � � � � � � � � � �   

.
- �- ? �%& ������ � )$)���$ ��%&������ *� &� %�%��) � *� '���$�� �""��,��� � � � � �   

.
- �0 (�%��) � *� '���$�� � ��%&������ �&��$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  0

.
- �2 (�%��) � *� '���$�� � ��%&������ �$� �&��$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  2
� - �2 �� @ A��'������� %,����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  2
� - �2 � = %%� ,������� *�� %�%��)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  1

.
- �1 (�%��) � �B& �'������ *� '���$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  C

.
- �C (�%��) � "��� � *� '���$�� �""��,��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  8
� - �C �� (�%��) � *� '���$�� "�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-9

- �3 (�&*�$ ;��D,$ *�� %�%��) � " ���� *� '���$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -9
� - �3 �� ? �*&#�$�� *� *&� '���$�� �$� "�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � - �
� - �3 � �� "$��;$�$ /&��,$���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �- �
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j k¥ ¦§m op¨ r© nr ª«r ¬mss©or
­ ®¯ ®­ °±²²³ ´µ ¶·¸¸±¹µ
@� %$))� *� *&� '���$�� {u} � {v} � &� '���$�� {w} v

{u} + {v} = {w}
*�D������ ,$)� B&�� '���$�� ,u� &��%,� � A$��;��� *�� '���$�� {u} ,$� � A�%���)$ *�� '���$��
{v} � �'��*$ /���$ ,$��,�*��� � A$��;��� *� {v} ,$� � A�%���)$ *� {u} �D; ��� � ����� *&� '���$�� {u} � {v} � � A$"���#�$�� {u} + {−v} � %$))� /�� �� '���$�� {u} �� A$""$%�$ *� {v} � *���� *�<����#� /�� � '���$�� {u} � {v} � %� %,��'� {u} − {v} �D; ���/D; v'���$��,� �@� *�D��#�$�� *� %$))� *� '���$�� /$���%,� �� %�;&���� "�$"����� v

�� {u} + {v} = {v} + {u} "�$"����� ,$))&����'� �
({u} + {v}) + {w} = {u} + ({v} + {w}) "�$"����� �%%$ ,����'�- � {u} + {0} = {u} "�$"����� '���$�� �&��$0 � {u} + {−u} = {0} "�$"����� '���$�� $""$%�$
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u

v

u
u  +w = v

v

���� ¡ ¢ £Ä

u
v

uu  w = v

v

���� ¡ ¢ £Å

­ ®¯ ®¯ Æ±Ç¸µÈÇµÉ³Êµ±Ë· ´ µ ÌË ¶·¸¸±¹· È·¹ ÌË± ÍÉ³ Ç³¹·
�����

α
&�� B&������ %,����� � %� *�D��%,� )$���"��,�#�$�� *���$ %,�����

α
"�� �� '���$��

{u} � A$" ���#�$�� ,u� �%%$ ,�� �* $;��
α

� �* $;�� {u} &� '���$�� {v} *� )$*&�$ "��� ��"�$*$��$ *�� '��$�� �%%$�&�$ *�
α

"�� �� ) $*&�$ *� {u} � *� *���#�$�� &;&��� � B&���� *�
{u} � '��%$ ,$�,$�*� � B&���$ *� {u} "��

α > 0
� $""$%�$ "��

α < 0
�

α{u} = {v}, con |v| = |α| · |u| �����
(� *�D��%,� ~�{w�{� *� &� '���$�� {u} �� '���$�� ,u� u� *���#�$�� � '��%$ ,$��,�*���� ,$�
{u} � )$*&�$ &������$ v

vers{u} =
1

|u| {u}
��� �



0 � � � ������� �� ����

@� *�D��#�$�� *� )$���" ��,�#�$�� *� &� '���$�� " �� &�$ %,����� /$�� �%,� �� %�;&����"�$"����� � �����
α

�
β

*&� %,����� %� u� v

��
1 · {u} = {u} �
α(β{u}) = αβ{u} "�$"����� �%%$ ,����'�- �
(α + β){u} = α{u} + β{u} "�$"����� *�%����&��'� ��%" ���$ ���� %$))� /��� %,�����0 �
α({u} + {v}) = α{u} + α{v} "�$"����� *�%����&��'� ��%"���$ ���� %$))� /��� '���$��

�&� '���$�� {u} = {ux, uy, uz}T � {v} = {vx, vy, vz}T � �%"��%%� �� /&�#�$�� *��'��%$�� *�;�� �%%� *�� %�%��) � *� ��/���) ���$ � u���$ �� %�;&���� �%"��%%�$�� v

{u} = ux{i} + uy{j} + uz{k}
���-�

{v} = vx{i} + vy{j} + vz{k}
���0 �

.�� �� "�$"����� *���� %$))� /�� '���$�� � *���� )$���"��,�#�$�� *� &� '���$�� "�� &�$%,����� %� u� v

{u} + {v} = (ux + vx){i} + (uy + vy){j} + (uz + vz){k}
���2�

�� '���$�� %$))� u� ,�$� " �� ,$)"$����� �� %$))� *���� ��%" ����'� ,$)"$����� ,����}%���� *� ,��%,&�$ *�� *&� '���$�� �����$ '�,�'��%�
α

&�$ %,����� � {u} = {ux, uy, uz}T &� '���$�� � " �� �� "�$"������""��� ����,��� %� u� v

α{u} = αux{i} + αuy{j} + αuz{k}
���1�

�� '���$��
α{u} u� ,�$� "�� ,$)"$����� ,����%���� �� "�$*$��$ *���� ,$)"$����� ,����}%���� *� {u} "�� �$ %,�����

α
�

­ ®¯ ®Î Ï¹±´±¸¸± ÍÉ³ Ç³¹· Ð¹³ ´Ì· ¶·¸¸±¹µ
(� *�D��%,� "�$*$��$ %,����� /�� *&� '���$�� {u} � {v} � A$" ���#�$�� ,u� �%%$ ,�� �� *&�'���$�� �� �&)��$ ����� ,$%Ñ *�D���$ v

{u} × {v} = |u| · |v| cosφ
���C�

*$'� ,$�
φ

%� � ��*�,��$ � A��;$�$ /�� �� *&� *���#�$�� $�������� *� {u} � {v} � ��*�,��*$,$� {uv}
�� "�$��#�$�� *� {u} %& {v} � %� "&Ò �$���� ,$) � �� "�$*$��$ %,����� /�� *&�'���$�� ��%& ��� &;&��� �� "�$*$��$ *�� ) $*&�$ *� &�$ *�� *&� '���$�� "�� �� ,$)"$�����*��� A����$ '���$�� %�,$�*$ �� *���#�$�� $�������� *�� "��) $ �D; ���0 � �(� $%%��'� ,$) � �� "�$*$��$ %,����� /�� *&� '���$�� %�� �&��$ %� ��) ��$ &�$ *�� *&� '���$��%�� �&��$ $""&�� %� � *&� '���$�� %���$ $��$;$���� /�� �$�$ �
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u

v

φ

u

vu v

���� ¡ ¢ £Ó

�� "�$*$��$ %,����� ��%&��� "$%���'$ %� � A��;$�$
φ

,$)"��%$ /�� � *&� '���$�� � ) ��$��*� π
2

� ��;���'$ %�
φ > π

2

�
(� {u} = {v} ⇒ {u} × {v} = |u| · |v| cos 0 = |u|2 �� ��� &�� ����� $��������

r
� *���$ {e} �� %&$ '��%$�� � "�� �� ;�����,$ '���$�� {u} %� u� v

{u} × {e} = |u| · |e| cosφ = ur
���3�

�%%��*$ |e| = 1
� |u| cosφ = ur

� *$'� ,$�
φ

%� � ��*�,��$ � A��;$�$ ,$)"��%$ /�� {u} �
{e} � @� ,$)"$����� *� &� '���$�� {u} %�,$�*$ &�� ����� $��������

r
,$��,�*� B&��*�,$� �� "�$*$��$ %,����� *�� '���$�� {u} "�� �� '��%$�� *���� ����� ��� "�$*$��$ %,����� � �� ��%� ���� %&� *�D��#�$�� � ;$*� *���� %�;&���� "�$"����� v

�� {u} × {v} = {v} × {u} "�$"����� ,$))&����'� �
(α{u}) × {v} = {u} × (α{v}) "�$"����� �%%$,����'� ��%" ���$ ���� )$���"��,�#�$��� " �� &�$ %,�����- � {u} × ({v} + {w}) = {u} × {v} + {u} × {w} "�$"����� �%%$ ,����'� ��%"���$ ����� %$))� /�� '���$��0 � %� {u} × {v} = 0

� ∀{u} 6= 0 ⇒ {v} = {0} �

=""��,��*$ *������) ���� �� *�D��#�$�� *� "�$*$��$ %,����� �� "�$*$��$ *�� '��%$��*���� ����� /$�*�) ������ %� " $%%$�$ ��,�'��� � %�;&���� ��%&����� �$��'$�� v



1 � � � ������� �� ����

{i} × {i} = 1 {i} × {j} = 0 {i} × {k} = 0

{j} × {i} = 0 {j} × {j} = 1 {j} × {k} = 0

{k} × {i} = 0 {k} × {j} = 0 {k} × {k} = 1

�%%��*$ � A��;$�$ ,$)"��%$ ��� � *&� ;�����,� '��%$�� "��� � π
2

� �* �'��*$ � '��%$�� ) $*&�$&������$ � :����##��*$ � "��,�*���� ��%& ����� ��%&��� �;�'$�� *�) $%����� ,$) � �� "�$*$��$%,����� *� *&� '���$�� �� ,$)"$����� ,����%���� '��;� v

{u} × {v} = uxvx + uyvy + uzvz .
���8�

­ ®¯ ®Ô Ï¹±´±¸¸± ¶·¸¸±¹µ³ Ç· Ð¹³ ´Ì· ¶·¸¸±¹µ
(� *�D��%,� "�$*$��$ '���$����� /�� *&� '���$�� {u} � {v} � A$"���#�$�� ,u� �%%$ ,�� �� *&�'���$�� &� ���#$ '���$�� {w} ,$%Ñ *�D���$ v

{u} ∧ {v} = {n}|u| · |v| sin φ,
����9�

*$'�
φ

� � A��;$�$ ,$)"��%$ /�� {u} � {v} � {n} � �� '��%$�� �$�) ��� %�� �* {u} ,u� � {v} ��� ,&� '��%$ � ���� ,u� &� $%%��'��$�� "$%�$ �&�;$ {n} '�*� �&$���� �� %��%$ ����$����$
{u} "�� %$'��""$�%� %& {v} ��� ) $*&�$ *�� '���$�� {w} � "��� �� *$""�$ *��� A���� *�� �����;$�$ *� ���� {u} � {v}�D; ���2� � �� "�$*$��$ '���$����� %� ���&��� �$''��$ /$�� �%,� ,$) � ��%& ����$ �� '���$���&��$ � %� &�$ *�� *&� '���$�� � �&��$ � $""&�� B&��*$ � *&� '���$�� {u} � {v} %$�$"�������� �

sin φ = 0
� ��� "�$*$��$ '���$����� � �� ��%� ���� %&� *�D��#�$�� � ;$*� *���� %�;&���� "�$"����� v

�� {u} ∧ {v} = −{v} ∧ {u} �� "�$*$��$ '���$����� �$� � ,$))&����'$ �
α{u} ∧ {v} = α({u} ∧ {v})- � {u} ∧ ({v} + {w}) = {u} ∧ {v} + {u} ∧ {w}

=""��,��*$ *������) ���� �� *�D��#�$�� *� "�$*$��$ '���$����� /�� *&� '���$�� ��"�$*$��$ *�� '��%$�� *���� ����� /$�*�) ������ %� " $%%$�$ ��,�'��� � %�;&���� ��%& ������$��'$�� v
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u

v

φ

u

v

n

���� ¡ ¢ £Õ

{i} ∧ {i} = 0 {i} ∧ {j} = {k} {i} ∧ {k} = {−j}

{j} ∧ {i} = {−k} {j} ∧ {j} = 0 {j} ∧ {k} = {i}

{k} ∧ {i} = {j} {k} ∧ {j} = {−i} {k} ∧ {k} = 0

�� ��%� ���� "��,�*���� "�$"����� %� "&Ò *�) $%���� ,$) � � �%%�;���� *&� '���$�� {u} =
{ux, uy, uz}T � {v} = {vx, vy , vz}T � �� "�$*$��$ '���$����� �� ,$)"$����� ,����%����'��;� v

{u} ∧ {v} = (uyvz − uzvy){i} + (uzvx − uxvz){j} + (uxvy − uyvz){k}.
������

= ��$ %��%%$ ��%&����$ %� "&Ò ����'��� ) �*����� �� ,��,$�$ *�� *����) ������ %�)�$��,$%'��&""��$ %�,$�*$ ;�� ���) ���� *���� "��) � ��;� v

{u} ∧ {v} =

∣

∣

∣

∣

∣

{i} {j} {k}
ux uy uz

vx vy vz

∣

∣

∣

∣

∣

= {i}
∣

∣

∣

∣

uy uz

vy vz

∣

∣

∣

∣

− {j}
∣

∣

∣

∣

ux uz

vx vz

∣

∣

∣

∣

+ {k}
∣

∣

∣

∣

ux uy

vx vy

∣

∣

∣

∣

���� �



3 � � � ������� �� ����

,u� %'��&""��$ ,$��,�*� ,$� �� ������ �
­ ®¯ ®Ö Ï¹±´±¸¸± ² µÍ¸±
���� ��� '���$�� {u} � {v} � {w} � %� *�D��%,� "�$*$��$ ) �%�$ �$ %,����� v

{u} × ({v} ∧ {w}) = {u} × {v} ∧ {w} ����-�
,u� %� $������ )$���"��,��*$ "��) � '���$����) ���� {v} "�� {w} �* �� '���$�� ��%&����$%,����) ���� "�� {u} � �� '��$�� �%%$�&�$ *���$ %,����� {u} × {v} ∧ {w} ��""��%���� ��'$�&) � *�� "��������"�"�*$ �'���� " �� ���� {u} � {v} � {w} � (� "&Ò *�) $%����� ,$) � &�"�$*$��$ ) �%�$ �$� ,�)�� %� %� �%�;&� &�� "��)&��#�$�� ,��,$���� %&� '���$�� � $''��$ v

{u} × ({v} ∧ {w}) = {v} × {w} ∧ {u} = {w} × {u} ∧ {v} ����0 �
� ,u� �%%$ %� ���&��� %� � ��� '���$�� ��%&����$ "�������� �* &�$ %��%%$ "���$ ��� ,$)"$����� ,����%���� �� "�$*$��$ ) �%�$ �%%&) � �� %�;&���� �%"��%%�$�� v

{u} × ({v} ∧ {w}) =

= (ux{i} + uy{j} + uz{k}) × [(vx{i} + vy{j} + vz{k}) ∧ (wx{i} + wy{j} + wz{k})] =

= ux(vywz − vzwy) + uy(vzwx − vxwz) + uz(vxwy − vywz)

,u� ��%&��� �%%��� �� /$�) � �%"��%� *�� *����) ������ *���� %�;&���� ) ����,� v

{u} × ({v} ∧ {w}) =

∣

∣

∣

∣

∣

ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

∣

∣

∣

∣

∣

����2�



]^ _`ab cb ×

Ø cÙg ih^ Úg ccg Û^a h`Ü `

¥ kj lmnm op qrst
:� ��%��) � *�

m× n
�&)��� ������ $ ,$)"��%%�� $�*����� �� &�� ��� ���� ������;$���� *�

m
��;u� �*

n
,$�$���

[A]
(m×n)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� ���

%� ,u��) � )����,� �� �&) ���
aij

�
iÝ��  � � � � � ) �

jÝ��  � � � � � � � ,u� ,$)"$�;$�$ �� )����,� %� ,u��) ��$���)���� � �� "��) $ ��*�,�
i
��*�,� �� �&)��$ *���� ��;� *� �""�������#� *��� A���) ���$ � ��%�,$�*$ �� �&) ��$ *���� ,$�$��� � @� )����,� � ��� � *� $�*��� �

m × n
� �(�

m = n
�� ) ����,� %� ,u��) � Þ�yß{y�y ß| �{ß|��

n
� (� ��'�,�

m 6= n
� ���$�� ��) ����,� � ������;$���� � �� "����,$���� &�� )����,� ������;$���� *� $�*��� �

1×n
� "���*��� �$)� *� ~����{� {|� y� � *� ~����{� x�z���y B&���� *� $�*��� �

m×1
� � :� �&)��$ %,�����"&à �%%��� ,$�%�*����$ ,$) � &�� ) ����,� �

1 × 1
� �:�� ) ����,� B&�*����

[A]
(n×n)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . αn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� � �

%� ,u��) � á y�{|x� ß|y� ��yz��(�
αi = 1

�
iÝ��  � � � � �

n
� � �� ) ����,� � � � %� ,u��) � á y�{|x� ��|�â � �� %� ��*�,�,$� �� %�)�$�$ ã�ä

[1]
(n×n)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� �-�

å
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:�� ) ����,� *$'� �&��� ; �� ���) ���� %$�$ #��� � *���� �&��� � �� %� ��*�,� ,$� ã9ä �(� �� ) ����,� ã=ä � B&�*���� %� "&Ò &����##��� �� ,$�,���$ *� *����) ������

det[A] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� �0 �

,u� ,$���%"$�*� �� �&) ��$ ,$%Ñ *�D���$ v

det[A] =
∑

(α1,α2,...αn)

(−1)xa1α1a2α2 . . . anαn

� �2�

*$'� �� %$))� � �%��%� � �&��� �� "��)&��#�$�� "$%%����� �
α1, α2, . . . , αn

� *�;�� ���) ����
1,2, . . . ,n

� � ,$�%�� *�
n ë ���) ��� � �� "��

x = 0
%� �� " ��)&��#�$�� � "��� �

x = 1
%� ��" ��)&��#�$�� � *�%"��� �.�� �Ý �� "��)&��#�$�� "$%%����� %$�$ v � �  ��.�� �Ý- �� "��)&��#�$�� "$%%����� %$�$ v � - � } �- � } �- �  - �� - � � }- ��.�� ) ����,� *� $�*���  �� *����) ������ � v

det

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21
� �1�

.�� ) ����,� *� $�*��� - v

det

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

= a11 det

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

− a12 det

∣

∣

∣

∣

a21 a23

a31 a33

∣

∣

∣

∣

+ a13 det

∣

∣

∣

∣

a21 a22

a31 a32

∣

∣

∣

∣

� �C�

¥ k¥ ¦§m op¨ r© nr ª«qqm ìps orí r
¯ ®¯ ®­ îïÌ³ï Çµ³ËÊ³ ´ µ ²³¸¹µÉ µ
�&� ) ����,�

[A]
�

[B]
%$�$ &;&��� v

[A] = [B]
%� %$�$ *���$ %��%%$ ��"$ � $''��$ %� u���$�$ %��%%$ �&)��$ *� ��;u� � *� ,$�$��� � %� � �$�$ ���) ���� %$�$ &;&��� v

aij = bij

¯ ®¯ ®¯ °±²²³ · ´ µð·¹·ËÊ³ ´ µ ²³¸¹µÉ µ
(� ,u��) � %$)))� *� *&� ) ����,�

[A]
�

[B]
*���$ %��%%$ $�*��� &�� ) ����,�

[C]
*���$%��%%$ $�*��� � ,&� ���) ����

cij
%$�$ &;&��� ���� %$))� *�;�� ���) ���� ��%" ����'�) ����

aij
�

bij
*���� ) ����,�

[A]
�

[B]
v
cij = aij + bij

� $''��$ v
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[C] = [A] + [B] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

. . . . . . . . . . . .
am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� �3�

@� *�D��#�$�� *� %$))� *� ) ����,� /$�� �%,� �� %�;&���� "�$"�����

��
[A] + ([B] + [C]) = ([A] + [B]) + [C]

"�$"����� �%%$ ,����'� �
[A] + [B] = [B] + [A]

"�$"����� ,$))&����'�- �
[A] + [0] = [A]

���)���$ ��&��$

@� *�<����#� *� ) ����,� � *�D���� �� )$*$ ����$;$ v

[C] = [A] − [B] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 − b11 a12 − b12 . . . a1n − b1n

a21 − b21 a22 − b22 . . . a2n − b2n

. . . . . . . . . . . .
am1 − bm1 am2 − bm2 . . . amn − bmn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� �8�

¯ ®¯ ®Î Ï¹±´±¸¸± ´ µ ÌË³ ²³¸¹µÉ· È·¹ ÌË ËÌ²·¹± ¹·³ Ç·
�� "�$*$��$ *� &�� ) ����,� ã=ä " �� &� �&)��$ �����

α
�$''��$ �� "�$*$��$ *� &� �&)��$

α"�� &�� ) ����,�
[A]

� � &�� ) ����,� *���$ %��%%$ ��"$ *�
[A]

*$'� ;�� ���) ���� %� $����;$�$*���� )$���"��,�#�$�� *� �&��� ; �� ���) ���� *���� ) ����,� ã
A]

"�� �� �&) ��$
α
v

[A]α = α[A] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

αa11 αa12 . . . αa1n

αa21 αa22 . . . αa2n

. . . . . . . . . . . .
αam1 αam2 . . . αamn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� ��9�

@� *�D��#�$�� *� "�$*$��$ *� &� �&)��$ ����� " �� &�� ) ����,� ���*� �))�*���� ��%�;&���� "�$"����� v

��
1[A] = [A] �
0[A] = [0]- �
α(β[A]) = (αβ)[A]0 �
(α + β)[A] = α[A] + β[A]2 �
α([A] + [B]) = α[A] + α[B]

*$'�
α

�
β

%$�$ *�� �&) ��� ����� �
[A]

�
[B]

*���� ) ����,� �? �,$�*��*$ ,u� %� �� )����,�
[A]

� &�� ) ����,� B&�*���� *� $�*���
n
� %� u� v

det α[A] = αndet[A]
� ����

=%%�;���� &�� ) ����,�
[A]

� �� ) ����,� v
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−[A] = (−1)[A]

%� *�,� $""$%�� *���� ) ����,�
[A]

�(� �� ) ����,�
[A]

�
[B]

%$�$ *���$ %��%%$ $�*��� � %� "&à %,��'��� v

[A] − [B] = [A] + (−[B])
� �� �

¯ ®¯ ®Ô Æ±Ç¸µÈÇµÉ³Êµ±Ëµ ´ µ ²³¸¹µÉ µ

(���$
[A]

(m×n)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

�
[B]
(p×q)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b11 b12 . . . b1q

b21 b22 . . . b2q

. . . . . . . . . . . .
bp1 bp2 . . . bpq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

*&� ) ����,� ��%" ����'�)���� *� $�*��� �
m × n

� � �
p × q

� � (� �� �&) ��$ *���� ,$�$���*���� ) ����,�
[A]

� &;&��� �� �&) ��$ *���� ��;u� *���� )����,�
[B]

� $''��$ %�
n = p

� %�"&à *�D���� �� ) ����,�
[C]

*� $�*��� �
m × q

� �� ) ����,� � {�ß���� *���� ) ����,� �� �#���� v

[C]
(m×q)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

� ��-�

*$'� v
cij = ai1b1j + ai2b2j + . . . + ainbnj =

n
∑

k=1

aikbkj

,$� �
ai1,ai2, . . . ,ain

�
i
}�%�) � ��;� *�

[A]

� �
b1j ,b2j , . . . ,bnj

�
j
}�%�) � ,$�$��� *�

[B]
�

ñ��� *�D��#�$�� �%"��) � �� ��;$�� *���� )$���"��,�#�$�� *� ) ����,� v� A� ��) ���$ *����
i
}�%�) � ��;� � *����

j
}�%�) � ,$�$��� *�� "�$*$��$ *� *&� ) ����,� %�$������ )$���"��,��*$ ;�� ���) ���� *����

i
}�%�) � ��;� *���� "��) � ) ����,� " �� ;�� ���}) ���� ��%"����' � *����

j
}�%�) � ,$�$��� *���� %�,$�*� ) ����,� �* �**�#�$���*$ � "�$*$���$����&�� ��� "�$*$��$

[A][B]
u� %��%$ %$�$ %� �� ��;u� *���� ) ����,�

[A]
%$�$ ����� B&���� ��,$�$��� *���� ) ����,�

[B]
� �� "����,$���� � %� " $%%$�$ )$���" ��,��� ) ����,� B&�*���� *���$%��%%$ $�*��� �

ò w�á� |� ó
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[A]
(2×4)

=

∣

∣

∣

∣

3 2 8 1
1 −4 0 3

∣

∣

∣

∣

� [B]
(4x2)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1
1 −3
0 1
3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

[A][B] =

∣

∣

∣

∣

3 × 2 + 2 × 1 + 8 × 0 + 1 × 3 3 × (−1) + 2 × (−3) + 8 × 1 + 1 × 1
1 × 2 − 4 × 1 + 0 × 0 + 3 × 3 1 × (−1) − 4 × (−3) + 0 × 1 + 3 × 1

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

11 0
7 14

∣

∣

∣

∣

�

ò w�á� |� ô

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
2
3

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1 × 1 + 2 × 2 + 3 × 3
4 × 1 + 5 × 2 + 6 × 3
7 × 1 + 8 × 2 + 9 × 3

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

14
32
50

∣

∣

∣

∣

∣

:� "�$*$��$ ) ����,���� ;$*� *���� %�;&���� "�$"����� v

��
[A]([B][C]) = ([A][B])[C]

� �
α([A][B]) = (α[A])[B]

�- �
([A] + [B])[C] = [A][C] + [B][C]0 �
[C]([A] + [B]) = [C][A] + [C][B]

�

�� "�$*$��$ *� *&� )����,� �$� � ,$))&����'$ � $''��$ � �� ;�������
[A][B] 6= [B][A]

�.�� ,$�/��)� %� '�*� � A�%�)"�$ %�;&���� v

ò w�á� |� õ

[A] =

∣

∣

∣

∣

1 2
3 4

∣

∣

∣

∣

�
[B] =

∣

∣

∣

∣

5 6
7 8

∣

∣

∣

∣
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[A][B] =

∣

∣

∣

∣

1 × 5 + 2 × 7 1 × 6 + 2 × 8
3 × 5 + 4 × 7 3 × 6 + 4 × 8

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

19 22
43 50

∣

∣

∣

∣

�

[B][A] =

∣

∣

∣

∣

5 × 1 + 6 × 3 5 × 2 + 6 × 4
7 × 1 + 8 × 3 7 × 2 + 8 × 4

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

23 34
31 46

∣

∣

∣

∣

�

�� "�$*$��$ *� *&� ) ����,� "&à �'��� &� %��%$ �� &�� *���#�$�� � �$� �'��� ��,&�%�;��D,��$ ���� A����$ � !''��$%�� � ��� "�$*$��$ ��� *&� ) ����,� � /$�*�) ������ � A$�*���*���� ) ����,� �

ò w�á� |� ö

[A] =

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6

∣

∣

∣

∣

�
[B] =

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 1
2 1 3
4 3 0

∣

∣

∣

∣

∣

[A][B] =

∣

∣

∣

∣

19 13 7
46 31 19

∣

∣

∣

∣

)����� �� "�$*$��$
[B][A]

�$� "&à �%�%���� �

@� ) ����,� &�������
[1]

;�$,� �� �&$�$ *��� A&���� � ,$�%�*����*$ &�� )����,� B&�*����
[A]

*���$ %��%%$ $�*��� *�
[1]

%� u� v

[A][1] = [1][A] = [A]

¥ k÷ øps orí r s opª§©ªsm
(� ,$�%�*��� �� ) ����,� v

[A]
(m×n)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(,�)����*$ �� ��;u� ,$� �� ,$�$��� ��%" ����'�)���� � %� $������ &�� ) ����,� *� $�*����
n × m

� *���� �{yw� �w�y�
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[A]T

(n×m)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

�� "����,$���� � �� '���$�� ,$�$��� u� "�� ���%"$%�$ �� '���$�� ��;� v

{A} =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1

a2

. . .

. . .
an

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= [a1, a2, . . . ,an]T

����� *�D��#�$�� *� ) ����,� ���%"$%�� � �� "�$*$��$ %,����� /�� *&� '���$�� {u}T

(1×3)

=

{ux, uy, uz}
� {v}T

(1×3)

= {vx, vy, vz}
� *�D���$ *���� �B ��� �C� � "&à �%%��� ,$%Ñ ��%,����$ v

{u}T

(1×3)

{v}
(3×1)

= | ux uy uz |
∣

∣

∣

∣

∣

vx

vy

vz

∣

∣

∣

∣

∣

= uxvx + uyvy + uzvz ={w}
(1×1)

� ��0 �

,u� /$���%,� ,$) � ��%&����$ &�� ) ����,� *� $�*���
(1×1)

� $''��$ &�$ %,����� � ,$��,�*����,$� B&���$ $����&�$ ,$� �� �B ����8� �@� ) ����,� ���%"$%�� ;$*� *���� %�;&���� "�$"����� v

.
�� ���%"$%�� *���� ���%"$%�� ,$��,�*� ,$� �� )����,� ���#����

([A]T )T = [A];

.
�� ) ����,� ���%"$%�� *� &�� %$))� � &;&��� ���� %$))� *���� ) ����,� ���%"$%�� v

([A] + [B])T = [A]T + [B]T ;

.
�� ) ����,� ���%"$%�� *� &� "�$*$��$ � &;&��� �� "�$*$��$ *���� ) ����,� ���%"$%�� ��$�*��� ��'��%$ v

([A][B])T = [B]T [A]T ;

¥ kû øps orí r rn¬m oªm
(� *�D��%,� ) ����,� |�~�{wy *� &�� *��� ) ����,� B&�*���� � &�� ) ����,� ,u� )$���"��,���� %���%��� $ � *�%��� " �� �� )����,� *��� /$�� �%,� �� ) ����,� &������� �(� ��*�,u� ,$�

[A]−1 �� ) ����,� ��'��%� *���� ) ����,�
[A]

� ����� *�D��#�$�� *� ) ����,���'��%� %� u� v
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[A][A]−1 = [A]−1[A] = [1];

*$'� ,$�
[1]

%� � ��*�,��� �� ) ����,� &������� � @� ��,��,� *��� A��'��%� *� &�� ) ����,� �*���� |�~�{w|��� *� *���� )����,� � ,$%���&�%,� &�$ *�� "�$���) � ,������� ��� ,�)"$ *��,��,$�$ �&)���,$ �:�� ) ����,� B&�*���� %� ,u��) � {�� �zy{� %� �� %&$ *����) ������ � *�'��%$ *� #��$ � ��,�%$ ,$������$ � �%%� %� ,u��) � w|�� �zy{��ñ�$��)� �v ����� z� á y�{|x| {�� �zy{| � �ww|�ß��� ��y á y�{|x� |�~�{wy � �{ zy {�� �zy ß|ü |�ý�|þ ÿ�{yá �{�� |á �w�{yþ |���v(� ,$�%�*��� &�� ) ����,� ��;$���� *� $�*���
n
v

[A] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

�� ,& � *����) ������ *�� ã= äÝ∆ 6=9 � (�� "$� v

[Ã] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

*$'�
Aij

%$�$ � ,$/���$�� �) ��$�� ,$� � �$�$ %�;��� *�;�� ���) ���� ,$���%"$�*����
aij

�
i
�

jÝ��  � � � � �
n
� � (� ��,$�*� ,u� � ,$/���$�� *�;�� ���) ���� *���� ��;�

i
}�%�) � %� %,��'$�$,$) � ���) ���� *���� ,$�$���

i
}�%�) � � �<���&��*$ ,�$� &�� $"���#�$�� *� ���%"$%�#�$�� �� �'�*��*$ �&��� ;�� ���) ���� *��� A& ���) � ) ����,� "�� �� *����) ������ *���� ) ����,�

[A]
� $''��$ "��

∆
� %� u� v

[A]∗ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A11

∆

A21

∆
. . .

An1

∆
A12

∆

A22

∆
. . .

An2

∆
. . . . . . . . . . . .
A1n

∆

A2n

∆
. . .

Ann

∆

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

@� )����,� ã=ä∗ � �� ) ����,� ��'��%� ��,��,��� � ��/���� �

�� @� %$))� *�� "�$*$��� *�;�� ���) ���� *� &�� *��� ��;� $ ,$�$��� *�� *����) ������"�� � ,$/���$�� *�� %&$� ���) ���� � &;&��� �� *����) ������ � � @� %$))� *�� "�$*$��� *�;�� ���) ���� *� &�� *��� ��;� $ ,$�$��� *�� *����) ������
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"�� � ,$/���$�� *�;�� ���) ���� ��%" ����' � �* &� A����� ��;� $ ,$�$��� ,$���%"$�*���� � ��&��� � $''��$ v

n
∑

k=1

aikAjk = δijA

n
∑

k=1

akiAkj = δijA

,$� v

δij =

{

1 per i = j
0 per i 6= j

}

.

�� '��� � *� B&�%�� "�$"����� � �� "�$*$��$
[A][A]∗

/$�� �%,� �� %�;&���� ��%&����$ v

[A][A]∗ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A11

∆

A21

∆
. . .

An1

∆
A12

∆

A22

∆
. . .

An2

∆
. . . . . . . . . . . .
A1n

∆

A2n

∆
. . .

Ann

∆

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= [1].

òw�á� |� �

[A] =

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 2 1
2 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

� *�� ã= äÝ}1�8�0} � � �3} �Ý � 

[A]−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− 7

12

9

12
− 4

12
11

12
− 9

12

8

12

− 1

12

3

12
− 4

12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

�

����D ,� v
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[A][A]−1 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 2 1
2 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− 7

12

9

12
− 4

12
11

12
− 9

12

8

12

− 1

12

3

12
− 4

12

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

12

∣

∣

∣

∣

∣

12 0 0
0 12 0
0 0 12

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

= [1].
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:�� ) ����,�

[A]
B&�*���� *� $�*���

n
"&à �%%��� '�%�� ,$) � &� $"����$�� ,u� �%%$ ,���* $;�� ���) ���$ *���$ %"�#�$ *� *�D��#�$��

Re
n �'���$�� {X} *�

n
,$)"$������ &����)���$ *���$ %"�#�$ �))�;��� � ,u� ,$��,�*� ,$�

Re
n �%%��*$ �� ) ����,� B&�*���� �.������$ � A$" ����$�� ) ����,� B&�*����

[A]
���%/$�) � &� '���$�� {X} �� &� ����$ '���$��*���$ %��%%$ %"�#�$ �:� "�$���) � ,u� '���� %" �%%$ �<�$����$ ���� A�)���$ *���� (,���#� *���� �$%��&#�$�� �� B&���$ *� *����) ����� B&�� '���$�� ,u� '��;$�$ ���%/$�) ��� ���) ��� � A$" ����$��

[A]
��%� %��%%� � � ) ��$ *� &�� ,$%����� ,u� �� '��� �� )$*&�$ �	$ �� '��%$ � ) � �$� �� *���#�$�� ��� ���) �� � ) ���)���,� �� "�$���) � � *� *����) ����� &�$ %,�����

λ
�* &� '���$�� {X}���� ,u� v

[A]{X} = λ{X} � ��2�
$''��$ v

([A] − λ[1]){X} = {0}. � ��1�
@� � ��1� � &� %�%��) � $)$;���$ ,u� �))���� �� %$�&#�$�� ������ {X} = {0} � (��� *����) ������ *���� ) ����,� *�� ,$�
 ,����� � *�'��%$ *� #��$ � �� %$�&#�$�� �%�%�� �* �&��,� � .$�,u� �� ������ � %$�&#�$�� � �%%� � � A&��,� %$�&#�$�� �.�� ��$'��� &�� %$�&#�$�� �$� ������ � B& ��*� ��,�%%���$ ,u� v

det([A] − λ[1]) = 0.
� ��C�

@� � ��C� � &� A�B&�#�$�� *� ;��*$
n

��
λ
� (� "&à *�) $%����� ,u� � %�

[A]
� %�))����,� �,$� ,$�
 ,����� ����� � ��

n
��*�,� %$�$ �&��� ����� � �&�%�� ��*�,� %$�$ ,u��) ��� y���~yz�{|*�

[A]
��&��*��*$ �� %�%��) � $��;�����$ %� '�*� ,u� � %� {X} � %$�&#�$�� � ��,u�

α{X} �%$�&#�$�� ∀α ∈ Re
� (� u���$ B&��*� ∞1 %$�&#�$�� � ,$)"���*���� �� %$�&#�$�� ������

αÝ9 � ñ��� %$�&#�$�� %$�$ ,u��) ��� y���~����{| � %$�$ *�D���� � ) ��$ *� &�� ,$%�����*� "�$"$�#�$������
α
�(� ,$�%�*��� &�� ) ����,� B&�*���� *� $�*��� - v

[A] =

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

; [A] − λ[1] =

∣

∣

∣

∣

∣

a11 − λ a12 a13

a21 a22 − λ a23

a31 a32 a33 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

;

@ A�B&�#�$�� *� ���#$ ;��*$ ��
λ
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det([A] − λ[1]) = 0
� ��3�

,$�*&,� ���� %�;&���� �B&�#�$�� v

λ3 − I1λ
2 − I2λ − I3 = 0

� ��8�
*$'� v

. I1 = a11 + a22 + a33
� � A��'������� *� "��) $ ;��*$ ����,,�� *�

[A]
� v

. I2 =

∣

∣

∣

∣

a22 a23

a32 a33

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

a11 a13

a31 a33

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

��'������� *� %�,$�*$ ;��*$ �%$))� *�� ) ��$�� "���,�"����
. I3Ý*�� ã=ä ��'������� *� ���#$ ;��*$ �

? �%$�'��*$ �� � ��3� %� ��,�'��$ ��� %,�����
λ1

�
λ2

�
λ3

� ,u� ���� A�"$��%� *� ) ����,�
[A]%�))����,� ��%&����$ �&)��� ����� � .�� ,��%,&�$ *�� ���

λi
� *���� y���~yz�{| *���� ) ����,�

[A]
,$%Ñ *����) ����� � %$%���&��*$ *� '$��� �� '$��� &�$ *��

λi
��� %�%��) � $)$;���$ � ��2�'��;$�$ *����) ����� ��� '���$�� {Xi}

� *�%����� /�� �$�$ %� �
λi

%$�$ *�%����� � ���� A�"$��%�*� ) ����,� %�))����,� ���� '���$�� � *���� y���~����{|� *�D��%,$�$ ��� *���#�$� � �$�)���/�� �$�$ � %� ;�� �&�$'��$�� %$�$ *�%����� �!"����*$ "$� &�� ���%/$�) �#�$�� *�� %�%��)� *� ��/���) ���$ ��%" ���$ �� B&��� ��%"��%%� �� ) ����,�
[A]

�� %�%��) � *� ��/���) ���$ *�D���$ *�� ��� �&�$'���$�� � �� ) ����,�
[A]

�%%&) � &�� /$�) � *��;$���� �* � ���) ��� "$%�� %&��� *��;$���� "���,�"��� ��%&����$�%%��� "�$"��$ � ��� �&�$'��$��
λ1

�
λ2

�
λ3

"��,�*����) ���� *����) ����� ������
[A∗]

�� ) ����,�
[A]

��/����� �� %�%��)� *� ��/���) ���$ %&**���$ � �%%� �%%&) � ��%�;&���� /$�) � v

[A∗] =

∣

∣

∣

∣

∣

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

∣

∣

∣

∣

∣




�
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÷ kj � omìmªªm
(� *�D��%,� ~����{� y�� z|xy�� �� ,$""�� $�*����� /$�) ��� *� &� '���$�� ��� ��$ � *� &�"&��$ *� �""��,�#�$�� � %� ��*�,� ,$�

(A, {u}) � @� �����
r

"�%%���� " ��
A

�"&��$ *��""��,�#�$��� �* �'���� �� *���#�$�� *� {u} %� *�,� {���y ß| yþ |�� � *� {u} �.�� �� %&� �*����D,�#�$�� � �,,���$ �� %�)�$�$
(A, {u}) � %� "&Ò &%��� �� �$��#�$��

{u} = {P −A} � �� ,&� �� ������� ) ��&%,$�� ��*�,��$ ;�� �%���) � *� &� %�;) ���$ $�������$
AP

,u� ��""��%���� �""&��$ �� '���$�� �D; �- ��� �""��,��$ ��
A

,$� %�,$�*$ �%���)$ ��
P

�

A

u

P

r

���� ¡ Å £¢

.�� � '���$�� �""��,��� '��;$�$ �� ��;$�� *� ,��,$�$ *�� '���$�� ��� ��� � ,$�%�*����*$� '���$�� �"" ��,��� ,$) � '���$�� ��� ��� � �� ��%&����$ *���� $"���#�$�� �%�;&��� %&� '���$���""��,��� � %� � &� '���$�� � � ,$)&��)���� &� '���$�� ��� ��$ � (" �%%$ " ��Ò ��%&��� ,$�}'������� �""��,��� ���� '���$�� �� "&��� $""$��&� � � ñ��� ,��,$%���#� '� �� $;�� ,�%$�%"��,���) ���� "��,�%��� �

�
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÷ k¥ ø©ìmns© � r «n ¬mss©om p§§qríps© orª§mss© p� «n §© q©
(� ,$�%�*��� &� '���$�� {u} �""��,��$ ��

A
�
(A, {u}) � �* &� "&��$

O
*���$ %"�#�$ ���*�}) ��%�$���� � %��

r
�� %&� ����� * A�#�$�� � %�� {A−O} �� '���$�� "$%�#�$�� *�

A
��%"���$ �*

O
�*���$ � �z�� � (� *�D��%,� ~����{� á �á ���� *�

(A, {u}) ��%" ���$ �� "$�$
O

� �� '���$��
{M(O)} ,$%Ñ �%"��%%$ v

{M(O)} = {A − O} ∧ {u} �- ���
,u� � ,$�/$�)�)���� ���� *�D��#�$�� *� "�$*$��$ '���$����� � � *�����$ �$�)��) ���� ��"���$

π
*�D���$ *���� �����

r
� *�� "&��$

O
�* u� '��%$ ���� ,u� � �* &� $%%��'��$��"$%�$ ��

O
�* $�������$ ,$)� {M(O)} � �� '���$�� (A, {u}) �""��� ��'$;��$ �D; �- � � �

r π

uA

r
O

Pd

M(O)

���� ¡ Å £Ä

�� ) $*&�$ |M(O)| *� {M(O)} '��� v

|M(O)| = |OA| · |u| sin φ = |u|d �- � �
$'�

φ < π
� � A��;$�$ ,$)"��%$ /�� � '���$�� {u} � {A − O} � |OA| �* |u| %$�$ ��%"����}'�) ���� � )$*&�� *� {A − O} �* {u} )�����

d
� �� *�%���#� *���� �����

r
*�

O
� *����,$)&��) ���� ý{yxx|� *�

(A, {u}) ��%"���$ �*
O

��� '���$�� )$)���$ �$ %� ,$�%�*��� �""��,��$ ��� "$�$ �"&� �%%��*$ &� '���$�� ��� ��$ �� �$ %� ��""��%���� ,$� &�� *$""�� /��,,�� �("$%���*$ {u} �&�;$ �� %&� ����� *� �#�$�� � $''��$ /�,��*$ %&���� �* �%%$ &�$%,$���) ���$ � �� ) $)���$ {M(O)} �$� ,�)��� � =���$;�) ���� � %� %� %"$%�� �� " $�$�&�;$ &�� �����
r′

"�������� �*
r
� �� ) $)���$ ��%�� ��'�����$ � �� ) $*&�$ *�� ) $)���$� ��/���� %�)"�� "��� �� *$""�$ *��� A���� *�� ����;$�$

POA
��*�,��$ �� D; �- � � ; ��,����%&� "���$

π
� ¤ %%$ � �&��$ %� � �& ��$ �� )$*&�$ *� {u} $ %� �� "$�$

O
;��,� %&��� ����� *��#�$�� *�� '���$�� %��%%$ �

d
�&��$ � �

÷ k÷ � rª «qspnsm m ì©ìmns© orª« qsp nsm � r «n ª rªsmìp � r ¬mss© or
p §§qríps r

(�� S &� %�%��) � *� '���$�� �"" ��,���
(A1, {u1})

�
(A2, {u2})

���
(An, {un})

� (� *�D��%,�{|w� z�y��� *�� %�%��)� S �� '���$�� %$))� *�� '���$�� {ui}(i = 1,....,n)
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{R} =
n
∑

i=1

{ui}
�- �-�

(� *�,� á �á ���� {|w� z�y��� ��%" ���$ �� "$�$
O

�� '���$�� %$))� *�� '���$�� ) $)����*� ,��%,&� '���$�� *�� %�%��) � ��%"���$ �� "$�$
O

v

{M(O)} =

n
∑

i=1

{Mi(O)} =

n
∑

i=1

{Ai − O} ∧ {ui}
�- �0 �

����� �- �-� � �- �0� %� *�*&,� ,$) � �� ��%&������ �* �� ) $)���$ ��%&������ *� &� %�%��) ��$� '����$ %� %� %"$%�� &� '���$�� �&�;$ �� "�$"��� ����� * A�#�$�� �(� ,$�%�*��� $�� &� "$�$
O′ 6= O

� %� '$;��� *����) ����� �� ��;;� ,$� ,&� '���� ��) $)���$ ��%& ������ �� '������ *�� "$�$ � �� ) $)���$ ��%&������ ��%"���$ �� "$�$
O′ '��� v

{M(O′)} =

n
∑

i=1

{Ai − O′} ∧ {ui}
�- �2�

.$�,u� � "$%%����� %,��'��� v

{Ai − O′} = {Ai − O} + {O − O′} �- �1�
%$%���&��*$ �� �- �1� ����� �- �2� %� $������ v

{M(O′)} =
n
∑

i=1

[{Ai − O} + {O − O′}] ∧ {ui} =

=

n
∑

i=1

[{Ai − O} ∧ {ui} + {O − O′} ∧ {ui}] =

=
n
∑

i=1

{Ai − O} ∧ {ui} +
n
∑

i=1

{O − O′} ∧ {ui} =

= {M(O)} + {O − O′} ∧
n
∑

i=1

{ui}
�- �C�

($%���&��*$ �� �- �-� ����� �- �C� �� *�D����'� %� u� v

{M(O′)} = {M(O)} + {O − O′} ∧ {R} �- �3�
�� ) $)���$ ��%&������ *� &� %�%��) � S *� '���$�� �"" ��,��� ��%"���$ �* &� "$�$

O′ �" ������$ "��� ���� %$))� *�� ) $)���$ ��%&������ *� S ��%" ���$ �� "$�$
O

� *�� ) $)���$ ���%" ���$ �*
O′ *�� ��%&������ {R} �""��,��$ ��

O
� � ���� �- �3� %� �$�� ,$) � %� {O −O′}�* {R} ��%& ����$ "�������� ⇒ {M(O′)} = {M(O)} � (� " ������$ �� "$�$ '���� %"$%���$�&�;$ &�� ����� "�������� �� ��%&������ *�� %�%��) � � �� ) $)���$ ��%&������ �$� '���� �



 0 � � � ������� ¿¾¾ ��ê¿ ��

(� �$�� ,u� � �%%��*$ �� '���$�� )$)���$ ��%&������ *� &� %�%��) � *� '���$�� �""��},��� *�D���$ "�� ,��%,&� "&��$ *�� *$) ���$ ���*�) ��%�$���� � ���� A�" $��%� *� �""��,��� ��'���$�� )$)���$ ��%&������ ��� "$�$ ��%" ���$ � ,& � � '��&���$ � � A��%��) � *� �&��� � '��}�$�� ) $)���� ��%& ������ /$�) � &� ,�)"$ '���$����� *���$ xyá� � ~����{|yz� ß�| á �á ���|{|w� z�y��|�

÷ kû � rªsmì r � r ¬mss© or p orª« qsp nsm n«qq©
(� ,$�%�*��� &� %�%��)� S *� '���$�� �"" ��,���

(Ai, {ui})
"�� ,&� %� '���D,u� v

{R} =
n
∑

i=1

{ui} = {0} �- �8�

�� ��� ,�%$ � �� ��;;� *� ���%"$%�#�$�� *�� ) $)���� �- �3� /$�� �%,� v

{M(O′)} = {M(O)} = {M}
�%%��*$ �&��$ �� ���) ��� {O − O′} ∧ {R} "�� � A���&����%� *� {R} � .�� &� %�%��) � ���%&������ �&��$ � �� ) $)���$ ��%&������ �$� '���� �� '������ *�� "$�$ � .�� ���� %�%��) � � ��,�)"$ '���$����� *�� ) $)���� � ,$%���&��$ *� ���) ���� �&��� &;&��� �,�)"$ &��/$�) � *�)$)����� �

d

φ
u

A

1

l

u21

A2

���� ¡ Å £Å

��� � %�%��) � � ��%& ������ �&��$ � ��'�%�� "����,$���� �)"$����#� B&���$ /$�)��$ *�*&� '���$��
(A1, {u1})

�
(A2, {u2})

�'���� �$ %��%%$ )$*&�$ � %��%%� *���#�$�� � '��%$$""$%�$ ⇒ {R} = {0} � ñ��� %�%��) � '���� ��*�,��$ ,$� �� �$) � *� x��� |y �D; �- �-� �(� '��&�� �� ) $)���$ ��%&������ ��%" ���$ �� "$�$
A1

�

{M(A1)} = {A1 − A1} ∧ {u1} + {A2 − A1} ∧ {u2} = {A2 − A1} ∧ {u2}
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�� '���$�� )$)���$ � �$�) ��� �� "���$ *� {u1}
� {u2}

�%$�$ ,$)"������ "$�,u� "����������* �� ) $*&�$ '��� v

|M(A1)| = l · |u2| sin φ = |u2| · d = |u1| · d
�- ��9�

*$'�
d

� �� *�%���#� /�� �� *&� ����� * A�#�$�� *�� '���$�� �*���$ ���,,�$ *���� ,$""��� ��� ) $)���$ *���� ,$""�� � ,����)���� &;&��� � |u| · d
��%" ���$ � B&��%��%� " $�$ � *��) $)���$ ,u� {R} = {0} �:� %�%��) � "�� �� B&��� $���� ,u� {R} = {0} %� '���D,u� � ��%" ���$ �* &� ;�����,$"$�$

O
� ��,u� {M(O)} = {0} %� *�,� w|w��á y ��z z� �$ %�%��)� �Þ�|z|ý{y��� � .�� �%%$ %�'���D,� � A���&���) ���$ *�� ) $)���$ ��%&������ ��%"���$ � �&��� � " $�� " $%%����� �,�)"$'���$����� *� ) $)���� �&��$ � �

÷ k� � rªsmì r � r ¬mss© or p orª« qsp nsm n©n n«qq©
Î ®Ö ®­ ��µË¶³¹µ³Ë¸· ÍÉ³ Ç³¹·
(� "���*� �� ,$�%�*���#�$�� �� ��;;� *� ���%"$%�#�$�� *�� ) $)���$ ��%&������ *� &�%�%��) � *� '���$�� �""��,��� v

{M(O′)} = {M(O)} + {O − O′} ∧ {R}. �- ����
+$���" ��,��*$ �)�$ � ) �)��� *���� �- ���� %,����) ���� " �� �� '���$�� ��%&������ {R} %�$������ v

{M(O′)} × {R} = {M(O)} × {R} + [{O − O′} ∧ {R}]× {R}. �- �� �
+ ����� �� �- ���� � &� A�B&�#�$�� '���$����� � �%%��*$ �)�$ � ) �)��� '���$�� � �� �- �� ���%&��� &� A�B&�#�$�� %,����� � @ A&���) $ �**��*$ *���� �- �� � ��""��%���� �� "�$*$��$%,����� /�� �� '���$�� {O − O′} ∧ {R} �* �� '���$�� {R} � $''��$ �� "�$*$��$ %,����� /��*&� '���$�� /�� �$�$ �$�) ��� � .������$ ���� �**��*$ ��%&��� �&��$ � *&�B&� %� $������ v

{M(O)} × {R} = {M(O′)} × {R} = I.
�- ��-�

�� &� "&��$ *� '�%�� ;�$) ����,$ %� "&Ò �<��) ��� ,u� �� � {�|�þ |�� � ß�z ~����{�á �á ����� '��&���� ��%"���$ �* &� B&��%��%� "$�$ � ��z zy ß|{�þ |��� ß�z {|w� z�y��� {R} ß�zw|w��á yv

I = {M(O)} × {R} �- ��0 �
� ,$%����� � %� ,u��) � |�~y{|y��� wxyzy{� *�� %�%��) � � ��**$'� {R} ��""��%���� � A��'�}������ '���$����� �@� ��""��%����#�$�� ;�$) ����,� � �� %�;&���� �D; �- �0 � v %��

r
&�� ����� "�������� �*

{R} ����$ %"�#�$ � %���$ {M(O)} �* {M(O′)} � '���$�� )$)���$ *�� %�%��) � ������'���%" ����'�)���� �*
O

�*
O′ � @� "�$��#�$�� *�� '���$�� )$)���$ ����� *���#�$�� *� {R} �,$%����� � ���%,&� '���$�� )$)���$ "&Ò B&��*� ,$�%�*����%� ,$) � %$))� *� &� '���$��,$%����� {P} = {P (O)} = {P (O′)} "�������$ ���� *���#�$�� *� {R} � *� &� '���$��'�������� ,$� �� " $�$ {N(O)} �$�) ��� �* {R} v



 1 � � � ������� ¿¾¾ ��ê¿ ��

P
π / 2

r

O

P(O) P(O')

O'

N(O) N(O')
M(O')

M(O)

���� ¡ Å £Ó

{M(O)} = {P} + {N(O)} �- ��2�
��� ,�%$ �� ,& � {P} = 0

� �&��� � '���$�� *�� ,�)"$ '���$����� *�� ) $)���� ��%&����$,$%���&��� *���� %$�� "���� '�������� {M(O)} = {N(O)} � %� ,$�%��'��$ �$�) ��� � {R} ���Ò %� '���D,� %�)"�� " �� � %�%��) � "���� � �� ��� ,�%$ � ��/���� � �� '���$�� {R} � ,$����&�$%�)"�� ��� "���$ *�� '���$�� *�� %�%��)� )����� $;� � '���$�� )$)���$ ��%&������ �%�)"�� �$�) ��� � ���� " ���$ � " �� ,&� v

I = {M(O)} × {R} = 0
�- ��1�

@ A��'������� %,����� "&Ò �%"��) ��%� ) �*����� �� ,$)"$����� ,����%���� *�� '���$��
{M(O)} �* {R} ,$) � %�;&� v

I = MxRx + MyRy + MzRz
�- ��C�

,u� "���*� �� �$) � *� �{|��á |� |�~y{|y��� *�� %�%��) � � ��� ,�%$ *� %�%��) � "���� � "$%�$
xy

,$) � "���$ *�� '���$�� � ��%& ���
Mx = My = 0

�
Rz = 0

�

Î ®Ö ®¯ � ÍÍ· É·Ë¸¹³ Ç· ´· Ç Í µÍ¸·²³
(� ,$�%�*��� &� %�%��)� S *� '���$�� �"" ��,��� ����$ %"�#�$ ���*�) ��%�$���� � (� '&$��*�D���� � A��%��)� *� "&��� ��%"���$ �� B&��� �� '���$�� )$)���$ %� ��*&,� �� %$�$ '���$��
{P} "�������$ �� '���$�� ��%&������ {R} � �$)� %� $%%��'� *���� D; � �� � �� ) $*&�$ *��'���$�� )$)���$ ��%& ������ *�'���� ,$%Ñ ) ���) $ � ? �"���*��*$ �� ��;;� *� ���%"$%�#�$��
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u
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1u
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1
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���� ¡ Å £Õ

*�� ) $)���� %� u� v

{M(O′)} = {M(O)} + {O − O′} ∧ {R} = {P} + {N(O)} + {O − O′} ∧ {R}. �- ��3�
:� "&��$

O′ "�� ,&� %� '���D,� ,u� v

{N(O)} + {O − O′} ∧ {R} = 0,
�- ��8�

��""��%���� &� "$�$ " �� ,&� {M(O′)} = {P} � ("$%���*$ �� " $�$ "��������) ���� ����%&������ � �� ) $)���$ ��%&������ �$� ,�)��� � � A��%��) � *�� "&��� ��,��,��$ � *&�B&�,$%���&��$ *���� ����� "�������� �* {R} "�%%���� " ��
O′ � ñ��� ����� %� ,u��) � yww�x���{yz� ß�z w|w��á y� .�� �� *����) ���#�$�� *�� "&��$
O′ %� *�'� ��%$�'��� � A�B&�#�$��'���$����� �- ��8� ���� ,�%$ *� %�%��) � "���� � � A�%%� ,������� ��%&��� �%%��� �� �&$;$ *�� "&��� ��%" ���$ ��B&��� %� ���&��� �� ) $*&�$ *�� '���$�� )$)���$ ��%&������ � .$�,u� " �� � %�%��) � "����

{P} = 0
� �� '��$�� ) ���) $ *� {M(O)} � #��$ �

÷ k� � rªsmì r m�«r¬p qmns r � r ¬mss©or
���� *&� %�%��) � S �* S A * � '���$�� �""��,��� �'���� ��%" ����'�)���� ��%&������ {R} �*
{R′} � )$)���$ ��%& ������ � ��%" ���$ �* &� ;�����,$ "$�$

O
� {M(O)} �* {M ′(O)} � �%%�%� *�D� �%,$�$ �Þ�|~yz���| %� � %$�$ %� � *&� %�%��) � u���$ �$ %��%%$ ��%&������ � �$ %��%%$)$)���$ ��%& ������ ��%"���$ � �&��� � " $%%����� " $�� ����	�6� v���ß|þ |�� � ��x�wwy{|y � w� x|���� y �x! " ß�� w|w��á | S �ß S # w|y�� �Þ�|~yz���| �x! � w|y�� ~�{|$ xy�� z� ß�� �Þ�yþ |��| ~����{|yz|%
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{R} = {R′}; {M(O)} = {M ′(O)}, �- � 9�
ß�~�

O & �� � �z� y{ý|�{y{|��� |á �w�{yþ |����(� �""��,u� �� ��;;� *� ���%"$%�#�$�� *�� ) $)���� �- �3� �� "$�$ "��%,���$
O

� �* &� ����$;�����,$ "$�$
Q

v
{M(Q)} = {M(O)} + {O − Q} ∧ {R} �- � ��

{M ′(Q)} = {M ′(O)} + {O − Q} ∧ {R′}
.�� �� �- � 9� %� u� ,u� v {M(Q)} = {M ′(Q)} � � �,�'��%� � %� � *&� %�%��) � %$�$�B&�'������ � " �� �� �- � �� ��%&����$ '���D,��� �� �- � 9� �¤ %"��,����*$ �� �$��#�$�� ) ����,���� �� ,$)"$����� ,����%���� {R} = {R′} ��%&��� v

∣

∣

∣

∣

∣
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Ry

Rz

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

R′
x

R′
y

R′
z

∣

∣

∣

∣

∣

;

)����� {M(O)} = {M ′(O)} ��%&��� v

∣

∣

∣

∣

∣

Mx

My

Mz

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

M ′
x

M ′
y

M ′
z

∣

∣

∣

∣

∣

.

��� ,�%$ "���$ %� u� v

∣

∣

∣

∣

∣

Rx

Ry

Mz

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

R′
x

R′
y

M ′
z

∣

∣

∣

∣

∣

;

"������$ � �� B&�%�$ ,�%$ � � A�B&�#�$�� '���$����� *�� ) $)���� "&Ò �%%��� %$%���&��� *�&� A�B&�#�$�� %,����� � �%%��*$ "��%���� �� %$�� ,$)"$����� *�� '���$�� )$)���$ �&�;$
z
� ����� ,$�*�#�$� � *� �B&�'����#� ��%&��� ,u� &� ;�����,$ %�%��) � *� '���$�� �""��,���

S � %�)"�� �B&�'������ �� %�%��) � S A ,$%���& ��$ *�� ��%& ������ {R} *� S �""��,��$ �� &�B&��%��%� "&��$
Q

� *� &�� ,$""�� *� )$)���$ {M(Q)} "��� �� ) $)���$ ��%&������ *��%�%��) � S ��%" ���$ �� "$�$
Q

� (�
Q

� &� "&��$ *��� A�%%� ,������� � �� %�%��) � �B&�'������%��� ,$%���& ��$ � $���� ,u� *�� ��%&������ {R} �""��,��$ ��
Q

� *� &�� ,$""�� *� �����%���) ���) � � ����� ,$�*�#�$�� *� �B&�'����#� � "$%%����� � �%%�;���$ &� ,���$ %�%��) � *�'���$�� � ,$%��&���� &� ����$ �* �%%$ �B&�'������ �����'��%$ &�� $ "�� *���� %�;&����$"���#�$�� v

.
�;;�&�;��� $ %$""��)��� �� %�%��) � *� "�����#� *&� '���$�� &;&��� � ,$������ �;����%& ��� %��%%� ����� * A�#�$�� �
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.
���%���� &� B&��%��%� '���$�� �&�;$ �� "�$"��� ����� * A�#�$�� �

.
,$)"$��� � '���$�� ,$)"������ � *&� � *&� �

.
%,$)"$��� &� '���$�� %�,$�*$ *&� *���#�$� � �

:� %�%��) � S *� '���$�� �""��,��� " �� ,&� %�� �&��$ �� ��%& ������ �* �� ) $)���$��%&������ ��%" ���$ �* &� "$�$ B&��%��%� v

{R} =

∣

∣

∣

∣

∣

Rx

Ry

Rz

∣

∣

∣

∣

∣

= {0}, {M(O)} =

∣

∣

∣

∣

∣

Mx

My

Mz

∣

∣

∣

∣

∣

= {0};

%� *�,� w|w��á y ��z z� � w|w��á y �Þ�|~yz���� y þ �{�����$ &� %�%��)� S *� '���$�� �"" ��,��� �'���� ��%& ������ {R} � )$)���$ ��%&������
{M(O)} ��%" ���$ �* &� B&��%��%� " $�$

O
� %� *�,� w|w��á y �Þ�|z|ý{y��� *�� %�%��)� S ��%�%��) � S A� *� ��%&������ {R}′ � )$)���$ ��%&������ {M ′(O)} ��%"���$ ���$ %��%%$ "$�$

O
� �� %�%��) � ���� "�� ,&� v

{R} + {R′} = {0} {M(O)} + {M ′(O)} = {0}
(� S � �B&��������� *� S A� �� %�%��) � ,$%���&��$ *��� A��%��) � *�� '���$�� *� S � *� S A���%&��� &� %�%��)� �&��$ �

K a

b R= a+b

a

b

R= a+b

Equivalenza

���� ¡ Å £(

÷ k) � rªsmì r §rp nr � r ¬mss© or p §§qríps r
� %�%��) � "���� *� '���$�� �""��,��� %$�$ B&�� %�%��) � �� ,&� �&��� � '���$�� %$�$ ��""��}%�������� *� %�;) ���� $�������� ,$����&�� �� &� "���$ � �� '���$�� )$)���$ ��%&��������%" ���$ �* &� B&��%��%� "$�$ *�� "���$ ��%&��� �$�) ��� �� "���$ %��%%$ � .������$ %� u�%�)"�� IÝ9 � $''��$ �� ����$) �$ ��'������� ������'$ �� %�%��) � � �&��$ �
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:� %�%��)� "���$ *� '���$�� �""��,��� ,$� ��%&������ �$� �&��$ �{R} 6= {0}� ��B& �'������ �� %$�$ '���$�� ��%& ������ �""��,��$ ��� A�%%� ,������� ����	�6� v���ß|þ |�� � ��x�wwy{|y � w� x|���� y �x! & ß�� w|w��á | ß| ~����{| � |y� | x�� {R} 6= {0}w|y�� �Þ�|~yz���|* & x! � yýý|y�� z� w��ww� {|w� z�y��� � z� w��ww� yww� x���{yz��

K a

b R=-( a+b)

a

b

Equilibrio

R=-( a+b)

���� ¡ Å £+

��� ,�%$ *� &� %�%��) � "���$ *� '���$�� �"" ��,��� ,$� {R} = {0} � �%%$ � �B& �'�������* &�� ,$""�� �'���� )$)���$ "��� �� )$)���$ *�� %�%��)� ��%" ���$ �* &� "$�$ ����}�����$ *�� " ���$ � �$)� ;�� $%%��'��$ � � A�%%� ,������� " �� � %�%��) � "���� � B&���� ������&$;$ *�� "&��� ��%"���$ �� B&��� �� ) $)���$ *�� %�%��)� � �&��$ �
Î ®, ®­ ° µÍ¸·² µ ´ µ ¶·¸¸±¹µ È³¹³ ÇÇ· Çµ
� %�%��) � *� '���$�� "���� "�������� "$%%$�$ �%%��� ' �%�� ,$) � %�%��) � B&��%��%� *� '���$��,$�,$������ �� &� "&��$ ��� B&�%�$ ,�%$ �)"�$"��$� � (� ,$�%�*��� &� %�%��)� "���$ *�'���$�� "�������� ,$� {R} 6= {0} v �%%$ � �B&�'������ �� %$�$ ��%&������ �""��,��$ ��� A�%%�,������� ,u� � &�� ����� "�������� ���� *���#�$�� ,$)&�� �

÷ k- �s«� r© . op/í© �m r ª rªsmì r §rp nr � r ¬mss© or
�&��*$ %� &����##��$ )��$*� ;��D,� � ��,�%%���$ ,$�*&��� �� $"���#�$�� ;��D ,u� ��%" ��}���*$ �� wxyz� *� *�%�;�$ %�������� � "��$�� � .�� �$ %�&*�$ ;��D,$ *� %�%��) � *� '���$�� �� ��,�%%���$ %�������� &�� wxyzy ß�z z� ß|w�y�þ � �* &�� wxyzy ß�z z� |����w|�â ß�| ~����{|���� ) $)���$ ,u� � '���$�� ��""��%�����$ ;���*�##� '���$����� � B&��� %"$%��) ���� � /$�#� �'��$ ,��� � �,,�����#�$�� � �� %,��� *� �����%��� ) ���� �� ����#�$�� � A&� ��� *� �&�;u�##� *��%�;)���$ $�������$ ��""��%������'$ *�� '���$�� � ,$� � A&���� *� �����%��� *���� ;���*�##�'���$����� ��""��%������ ��� "��%���� %�&*�$ ;��D,$ � D����##��$ ���� ��,��,� *��� A�%%� ,������� � ���� ��*&#�$��*� &� %�%��) � "���$ B&��%��%� �* &� %�%��) � ,$%���& ��$ $ *� &� %$�$ '���$�� $ &�� ,$""�� �@� ,$�*�#�$�� *� �B& �'����#� "�� *&� %�%��) � " ���� *� '���$�� ,$� {R} 6= {0} �<��) �,u� �%%� *�'$�$ �'��� �$ %��%%$ ��%& ������ � �$ %��%%$ �%%� ,������� � ��� ,�%$ *� %�%��) �
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"��� � � � A�%%� ,������� � B&���� ����� �&$;$ *�� "&��� ��%" ���$ � ,&� �� ) $)���$ *�� %�%��) �� �&��$ v �%%� � "�������� �� ��%&������ *�� %�%��) � � ��� ,�%$ *� &� %$�$ '���$�� � � A�%%�,������� ,$��,�*� ,$� �� ����� * A�#�$�� *�� '���$�� %��%%$ � �����) ����$ � A�%%� ,������� *�&� %�%��) � S *� '���$�� �""��,��� � ,$� {R} 6= {0} � %� ,$%��& �%,� &� %�%��) � S A �B& �'������*� S � � ,$%���&��$ *�� %$�$ ��%&������ � �""��,��*$ B&�%� A&���) $ %&�� A�%%� ,������� � ñ���$"���#�$�� � *���� *� {|ß�þ |��� �* �� %�%��) � %� *�,� {|ß���� �* &� %$�$ '���$�� �""��,��$ �
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�%%��� '�%�$ ,$) � �� ��%& ������ *�� '���$�� {P − 0} = {R1}

� {3 − P} = {R2}
�'����*���#�$� � "�������� ���� ����� "�%%���� " ��

0′1′
�

4′3′
�D; �- �3 ��� � ��%"����'�) ���� "��) $�* &���) $ ���$ *�� "$��;$�$ /&��,$���� ��� *�D����'� � %� � $����&�$ &� ,�%$ ����$;$ �� "&��$ "��,�*���� - �3 �� *� ��*&#�$�� *�*&� '���$�� � @ A�%%� ,������� %� $������ *&�B&� "�$�&�;��*$ �� "��)$ � � A& ���) $ ���$ *��"$��;$�$ /&��,$���� D�$ � *����) ����� �� �$�$ "&��$ *� ��,$���$ �"&��$
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� @� %��&��&�� � "������$ �%$%����,� � �� ,$)"&�$ �$���� *�� '��,$�� � * A����� "���� �,$�%�*����*$ � ��� ������ ,$%���&���� �� %��&��&��

AE
�
EB

�*
AB

� �� %�;&���� v

v − g = 3 × 3 − 3 × 2 + 2 + 1 = 9 − 9 = 0

�'��*$ ,$�%�*����$ � ��� '��,$�� *$""� ������ � � �� ,������� �%����� ��
A

�* �� ,������$ ��
B

�

B

C q D E

A

2l

2l

2ql

V

H

VA B

A

l

3l

l

���� ¡ Ó £¢Ä

] ���ß� y�yz|�|x�!,,$��� *����) ����� �� ���#�$�� *�� '��,$�� �%����� ��
A

�
B

�� ,$�%�;&��#� *���� �""��},�#�$�� %&�� A�%��
BC

*�� ,���,$ *�%����& ��$ * A�����%���
q
� @� %��&��&�� '���� ,$�%�*������� B&�%�� /�%� ,$) � &� ,$�"$ ��;�*$ � �$� ,$�%�*����*$ ,�$� � ' ��,$�� ������ � � ��� ) $}) ���$ ,u� �� ��,$;� ��� %$�$ %$�$ ��� � �� *&� ,$)"$����� *���� ���#�$�� *���� ,���������

A
� �� ���#�$�� '����,��� *�� ,������$ ��

B
� %$�$ %&
 ,����� �� ��� �B&�#�$�� ,��*�����*���� %����,� " �� *����) ����� �� ��� ��,$;���� � .�� %�)"��,��� %� ,$�%�*��� �� ��%&������

Q = 2ql
*�� %$"��**���$ ,���,$ *�%����&��$ � �""��,��� ����� )�##���� *�� �����$

BC
� .���� %,����&�� *���� ��� �B&�#�$�� *� �B&������$ %� �"$��##��$ ����������) ���� � '��%� *�������#�$�� ��,$;���� �D;&�� 0 �� � �@� ��� �B&�#�$�� ,��*����� *���� %����,� '��;$�$ %,����� �"$��##��*$ ,$) � "$%���' � �'��%� ��*�,��� *���� /��,,�� " �� �� ���%��#�$� � '����,��� �* $��##$����� �'��%$ "$%���'$ "�� ��/$�#� *������ '��%$ *�%��� � '��%$ � A���$� ) ����� "�� � A�B&������$ ���� �$��#�$�� ���$��$ �*

A
%� ,$�%�*����$ "$%���' � � ) $)���� ����$���� � !''��) ���� %� "$�������$ ,$�%�*�����,$�'��#�$�� $""$%�� %��#� �������� �� ��%&����$ D���� �
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

















→) 2ql − HA = 0

A) − 2ql × l + VB × 3l = 0

↑) VB − VA = 0

�0 �8�

�� ,&� v






























HA = 2lq = 12kN

VB =
2

3
ql = 4kN

VA = VB =
2

3
ql = 4kN

�0 ��9�

� %�;�� "$%���' � $����&�� ����� ��%$�&#�$�� *�� %�%��)� �0 ��9� ,$�/��) ��$ �� '��%$ �"$��#}#��$ � "��$�� �

V  =2/3 ql

H   =2ql

2ql

B

C q D E

A

2l 2ql

V

H

VA B

A

O

1

3

R

=R

A

B

a

RB

A

A



RA

b

c

b

1

2

R  =2/3 ql

equilibrio

equivalenza

A

a

���� ¡ Ó £¢Å

= '���D,� *� B&���$ %� � $����&�$ �������,�) ���� � "$%%����� $" ����� ��,&�� ,$�%�*�}��#�$�� � @ A&� �,� ���#�$�� �%����� ,u� %� "&Ò ��/���� $""$��� �� ,���,$ ����'$ $��##$�����
2ql

� �� ,$)"$����� $��##$����� ��
A

�
HA = 2ql

� � ¤ A �'�*���� ,u� � B&�%�$ "&��$ ��/$�) �#�$�� *� &�� ,$""�� $����� *� ) $)���$
2ql2

*$'�� �%%��� �B&�������� *� &� A�����,$""�� &;&��� �* $""$%�� ,����� *���� ���#�$�� �%����� '����,���
VA

�
VB

�D;&�� 0 �� � �*$'�� " ��,�Ò �%%��� v
VA × 3l = 2ql2 ⇒ VA =

2

3
ql = VB

�0 ����
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B

C q E

2l

2l

2ql

N

2/3  ql

AB
B

C q D E

A

2ql

2ql

2/3 ql

5/3 ql 5/3 ql

2/3 ql

2/3 ql

2/3 ql

1/3 q

1/3 ql

1/3 ql

���� ¡ Ó £¢Ó

] ���ß� �{y$ x�@� %$�&#�$�� ;��D,� )$%��� &� )$*$ �B&�'������ � %" �%%$ " �� ���&���'$ " �� *����) ������� ���#�$�� '��,$���� � .�� ��%$�'��� �� "�$���) � � ��,�%%���$ B&�%�� '$��� ��;�$���� �����) ��� *� /$�#� ������'� � �$� *� ,$)"$����� ���) ������ *���� %��;$�� ���#�$� � � @� /$�#�,u� �;�%,$�$ %&��� %��&��&�� %$�$ ��� � "��,�%�) ���� v �� ��%&������ *�� ,���,$ �%����$*�%����& ��$
2ql

� �� ���#�$�� *���� ,������� ��
A

� �� ���#�$�� *�� ,������$ ��
B

� ��������#�$�� *�� ,������$ %� ,$�$%,� �� ����� *� �#�$�� � "�%%���� " ��
B

�* $��$;$���� �� "���$*� %,$���) ���$ *�� ,������$ � ) ����� *���� ���#�$�� *���� ,��� ���� %� %� %$�$ ,u� �� ����� *��#�$�� *�'� "�%%��� " ��
A
� � ���� ��$��� � �$�$ ,u� �
 �,u� ��� /$�#� %���$ �� �B&������$ ��� ����� * A�#�$�� *�'$�$ �'��� &� "&��$ �� ,$)&�� ��B&������$ �� ) $)���$ ���$��$ �*&� "$�$ ;�����,$� � *�'$�$ ,u�&*��� �� �����;$�$ *� �B&������$ ��B& ������$ ���� ���%��#�$}��� � (� *�'� � ,$) � "��) � $"���#�$�� � ,$�%�*����� �� "$�$

O
� "&��$ *� �����%�#�$�� ����� ����� * A�#�$�� *�� ��%&������

2ql
*���� /$�#� ����'� � �� ����� *� �#�$�� *���� ���#�$��*�� ,������$ �

RB ÝVB
� � .�� ���� "&��$ *�'� "�%%��� ��,u� �� ���#�$��

RA
� @� ����� *��#�$�� *���� ,������� "������$ "�%%� " ��

A
� " ��

O
� ,$� &�� ��,����#�$�� *� �v- ��%"���$��� A$��##$����� �D;&��0 ��- ��� � (,$)"$���*$ �� /$�#�

2ql
%�,$�*$ �� *���#�$��

a
�

b
,$%Ñ��*�'�*&��� %� $����;$�$ �� )$*&�$ � '��%$ �� ���#�$�� ,��,���

RA
�

RB
������;$�$ *����/$�#� Ý "�$���) � *� �B& ������$� �D;&�� 0 ��- �� � � = %&� '$���

RA
��%&��� ,$)"$%�� *�*&� ,$)"$�����

HA
�

VA
�� ,&� '��$�� � ������&�� ��� ���) ��� &� �����;$�$ *���� /$�#� *��B& �'����#� ���;$�� *�� "�������$;��))���D;&�� 0 ��- �,� �

^ �yþ |��| |���{� �.�� *����) ����� �$ %/$�#$ ����� � �����
AB

%� ,$�%�*��� �� �����$ ¤_ � �)"$���*$ � A�B& ���}���$ ���� �$��#�$�� ���$��$ ���� ,�������
E

%� $������ �D;&�� 0 ��0 � v

E) 2ql × l +
2

3
ql × 2l − NAB × 2l = 0 ⇒ NAB =

5

3
ql = 10kN

�0 �� �
(� $%%��'� ,u�

NAB
,$%Ñ *����) ����$ � �$ %/$�#$ ,u� �� ������

AB
���%) ���� �� �����$

BE
� �� �����$

BE
���%) ���� ���� ������

AB
&�� /$�#� &;&��� �* $""$%�� � " �� ,&� �������� ��%&��� �%%��� &� ������� � ���� A�B&������$ ���� ���%��#�$�� $��##$����� � '����,���
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D

A

E

B

2

2

A B

D CE

A

D

B

E C

M

T

N

M max

5/3l

4/3 ql

2/3ql

x

2l -x

1/3 ql2/3ql

1/3 ql

5/3 ql

1/3 ql

2/3ql

5/3 ql

(a)

(b)

(c)

���� ¡ Ó £¢Õ

*�� �����$
EB

�
AE

%� *����) ����$ ��D�� �� ,$)"$����� *���� ���#�$�� *���� ,��������������
E

�` ������%%���� �$���� ,$)� � ) ����� �� ���#�$�� *���� ,������� �%����� ��
A

u� ,$) ������ *� �#�$��
a
� "�%%���� " ��

A
�*

O
�* ��,������ *� �v- � �$ %/$�#$ ,u� �� ������

AB���%) ���� �� �����$
AE

"�$'$,� �� �$��#�$�� *���$ %/$�#$ ������$ *���� ,�������
A

��,&� ����� *� �#�$�� "�%%� " ��
E

� ,$� &�� ��,����#�$�� *�  v� � ��/���� �� �����$
AE

� �$��%%��*$'� /$�#� �""��,��� �&�;$ �� %&$ �%%� � �%$���,����$ �%,�&%�'�) ���� ��
A

�* ��
E

�@� ���#�$�� *���� *&� ,������� *�'$�$ �'��� �� %��%%� ����� *� �#�$�� � %��%%$ )$*&�$ �'��%$ $""$%�$ �
 �,u� �� �����$ %�� �� �B&������$ � �� D;&�� 0 ��0 %$�$ ��"$����� �&��� ��,$)"$����� *���� /$�#� ����'� � ������'� ,u� �;�%,$�$ %&��� %��&��&�� �
Ô ®¯ ®¯ a¹³ÉÉµ³²·Ë¸± ´· µ ´ µ³ï ¹³²² µ ´· ÇÇ³ Í± ÇÇ·É µ¸³Ê µ±Ë·
�� D;&�� 0 ��2 �� � ��" $����$ �� *��;��))� *�� )$)���$ W������� ,u� � ��**$'� ������� �$''��$ �� �&��� � ������ �* �,,�#�$�� *�� �����$ %$;;���$ �� ,���,$ *�%��&�&��$ � %� $������
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A

E
D

B

C

a

b

6m

12m

4

24

24

2

NODO  C

���� ¡ Ó £¢(

*������) ���� *���� ,$�$%,��#� *�� )$)���� �� �$*� v �&��$ ��
A
� �� B&���$ ,��� ���� �"��� �

2/3ql2
��

D
��'��*$ "���;$���$ �� �����$

DE
�* &�� )��%$�� ��,�%����� ��

D
�%$;;���� �* &� /$�#� '����,��� *������ '��%$ � A���$ ��

E
"��� �

1/3ql× l
� � �&��$ ��

E
"��"$� "�$%�;&��� ������) ���� %��#� ,�)��$ *� "��*��#� D�$ �

C
� �$� �%%��*$ "��%������,&�� *�%,$����&��� *� ��;��$ �&�;$ �� �����$ $��##$����� �

MC = 4/3ql2
� � .�� �� �����$

CB
� ��'�,� � �� * ��;��))� *�� ) $)���$ W������� �$� � "�� ������� � ) � � "��� � B&���$*� &�� ) ��%$�� ��,�%����� ��

C
� %$;;���� �* &� ,���,$ &��/$�) �)���� *�%����&��$ "��&� ,���,$ ,$�,������$ ��� A�%���)$ �����$ �"���,�"�$ *� %$'��""$%�#�$�� *�;�� �<����� � ��*��;��))� *� ��;��$ %� ��,�'� ,$�%�*����*$ � %��;$�� ������ ,$) � *$""��) ���� �""$;;�����D;&�� 0 ��2 �� � � .�� �� *��;��))� *� %/$�#$ �$�)��� ��%�� ,$�%�*����� �� ,$)"$������%%���� �;���� %&� %��;$�� ������ �D;&�� 0 ��2,� �

Ô ®¯ ®Î 4 µÉ·¹É³ ´· Ç ²³ÍÍ µ²± ²±²·Ë¸± b·¸¸·Ë¸· · ´· ÇÇ³ Í·Êµ±Ë· É±¹¹µÍÈ±Ë´·Ë¸·
(� $%%��'� � B&�%�$ "&��$ ,$) � �� *��;��))� *�� ��;��$ �D;&�� 0 ��2�� ��""��%���� � A��}*�) ���$ *���� *���'��� *�� *��;��))� *�� ) $)���$ W������� �D;&�� 0 ��2�� � �&�%���$#�$�� ��%&��� �%%��� "����,$���) ���� ������%%���� B&��$�� %� '$;��� ��*�'�*&��� �� '��$��*�� ) $)���$ ) �%%�) $ � �� %�#�$�� ,$���%"$�*���� � ��/���� ��**$'� �� ��;��$ %� ���&��� ��� )$)���$ �%%&)� '��$�� �%%$�&�$ ) �%%�) $ ��%%��*$ �� ��;��$ �� *���'��� "��) � *��) $)���$� � (� ������ *&�B&� *� ��*�'�*&��� " �� �� ,�)"���

CB
� *$'� �� ) $)���$ "��}%���� ��*�) ���$ "����$��,$ � B&��*� ) $)���$ )�%%�)$ "�� $�� ��,$;���$ � �� *�%���#�

x
*�

B
�� ,&� �� ��;��$ %� ���&��� � .�� /�� ,�Ò �""��� �'�*���� *�� ;��D ,$ �D;&�� 0 ��2� �
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�)"$%���� &�� "�$"$�#�$�� *� %�) ����&*��� /�� �����;$�� v
5
3ql

x
=

1
3ql

(2l − x)

x =
5

3
l = 5 m

�0 ��-�

!,,$��� $�� �%"��) ��� �������,�) ���� �� /&�#�$�� *���� ,&�'� *� ) $)���$ �� B&�}%��$�� " �� "$��� ��"�*�) ���� �%%$ ,���� ���� "$%�#�$��
x

��$'��� �� '��$�� ,$���%"$�*���� v

Mx =
5

3
ql × x − qx2

2

Mmax = M

(

z =
5

3
l

)

= M(5) =
5 × 2 × 3 × 5

3
− 2 × 25

2
= 25 kNm

¤%%��*$ B&��*� �� )$)���$ ,��,��$ "��� �  2 M�) � %� �$�� ,$)� �%%$ %�� �� ) $)���$) �%%�) $ �$� %$�$ *�� �����$
CB

� ) � *��� A������ %��&��&�� �
Ô ®¯ ®Ô a¹³ÉÉµ³²·Ë¸± ´· ÇÇ³ ÉÌ¹¶³ ´· ÇÇ· È¹·ÍÍ µ±Ëµ
@� ,&�'� *���� "��%%�$�� ��""��%���� � A�� %��) � *���� ����� * A�#�$�� *���� %&,,�%%�'� /$�#���%&������ ,u� �;�%,$�$ %& &�� %��&��&�� � $ ) �;��$ � ,u� �;�%,$�$ ,$) � ���#�$�� '��,$����������� � "�$ ,�*��*$ *� &� ,�"$ ��� A����$ *���� %��&��&�� %��%%� � ��� ,�%$ �� �%�) � ��,&�'� *���� "��%%�$�� �D;&�� 0 ��1� "�� �� �����$

AD
�
DE

�
EC

,$��,�*� ,$� �� �����
B

�) ����� " �� �� �����$
CB

� %& ,&� �;�%,� �� ,���,$ *�%����& ��$ � � ,$%���&��� *��� A��,$ *�"����$�� )$%����$ �� D;&�� �0 ��1� � @� ,&�'� *���� "��%%�$�� ,$��,�*� � � ) ��$ *� &�/���$�� *� %,��� � ,$� �� *��;��))� *�� )$)���$ W������� �

û k÷ Jªm oí r¨ r© n kû k÷ K� oí© p s om ím onrm om L

.�� �� %��&��&�� �� D;&�� 0 ��C � "$%�$
lÝ ) �

F Ý-9 M� � *����) ����� v�� �� ���#�$�� '��,$���� �� � � *��;��)) � *���� ,��������%��,u� *���� %$���,���#�$�� + � � � ñ �,� �� ) �%%�) $ )$)���$ W������� � �� %�#�$�� ,$���%"$�*���� �*� �� *�/$�)��� ���%��,� B&�������'� �� � �� ,&�'� *���� "��%%�$�� �

Ô ®Î ®­ N³ÇÉ± Ç± ´· ÇÇ· ¹·³Êµ±Ëµ ¶ µËÉ± Ç³¹µ
@� %��&��&�� �� D;&�� 0 ��C ��""��%���� &� ��,$ � ��� ,������� �

A
�
B

�
C
� %$���,�����*� &�� /$�#� $��##$�����

F
*������ '��%$ *�%��� �* �""��,��� ��� A�%���) ��� *���� )��%$��

EH
� @� %��&��&�� � $''��)���� �%$%����,� � �$� �%%��*$ �� ��� ,��� ���� ��������� �
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B

C

D E

A

l

l l

l

l

F
H

���� ¡ Ó £¢+

^ |w�z�þ |��� �{y$ xy@� *&� ,������� �%�����
A

�
C

���;�%,$�$ ,$� *&� /$�#� "�%%���� " �� �� ,������� %��%%���� ,��� ���� �$� ���;�%,� � )$)���$ � B&��*� �� ���,,�$ *���� ����� * A�#�$�� *�� '��,$�$��%" ���$ �� '��,$�$ %��%%$ � �&��$� � (&��� %��&��&�� �;�%,$�$ ;�$���)���� ��� /$�#� � &������'�
F
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N3

�
N4

v














↑) 1

3
F + N3 × sinα3 + N4 × sinα4 = 0

→)
1

3
F + N3 × cosα3 + N4 × cosα4 = 0

�2 �2�

*$'� ,$�
α4

�
α3

%� %$�$ ��*�,��� ; �� ��;$�� ,$)"��%� ��� �� �%�� 0 � - � � A$��##$����� �.�� �� "����,$���� ;�$) ����� *���� ���'��&�� � �%%��*$ �� ��,����#�$�� *��� A�%�� 0 "��� ��v � *��� A�%�� - "��� �  v� � $%%��'��*$ �� �����;$�$ /$�*�) ������ ��"$����$ �� D;&����� %/�&����*$ �� "�$"����\ *�� �����;$�� ������;$�� � %� u� v






























































1 =
√

5 × (sin α3) ⇒ sin α3 =
1√
5

2 =
√

5 × (cosα3) ⇒ cosα3 =
2√
5

1 =
√

5 × (cosα4) ⇒ cosα4 =
1√
5

= sinα3

2 =
√

5 × (sin α4) ⇒ sin α4 =
2√
5

= cosα3

�2 �1�

($%���&��*$ � '��$�� *�� %�� � � ,$%�� � ,$%e *����) ����� � %� $������ v

N3 = −F

√
5

9
= N4

�2 �C�
�� %�;�$ ��;���'$ ��*�,� ,u� ;�� %/$�#� *���� *&� �%�� �� B&�%��$�� �- �0 � ��%&����$�������� � B&��*� �� �%�� %$�$ "&��$�� � "�� �� "����,$���� ,$�*�#�$�� *� ,���,$ �

�!�! _
:�� '$��� *����) ����$ �� '��$�� *�

N4
� �� &��,u� ��,$;���� %$�$

N6
�

N1
� @$ %/$�#$*�� "&��$��

N4
'���� B&��*� ��" $����$ �������� ��� �$*$ � ñ��� %/$�#$ *$'�\ �%%����B& �������$ ,$� ;�� %/$�#� ��,$;� ���

N6
�

N1
� ñ��,,���$ �� " $��;$�$ *� �B&������$ � %� '�*�,$) �

N1
��%&��� &%,���� *�� �$*$ ��������� � ) �����

N6
��%&��� �������� �"&��$��� �
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=������,�) ���� %� u� v
{

→) N4 cosα4 + N6 cosα6 − N1 cosα1 = 0
↑) N4 sinα4 + N6 sin α6 + N1 sin α1 = 0

�2 �3�
�� B&�%�$ )$*$ %� ,$�

αi
%� ��*�,� � A��;$�$ ,$)"��%$ ��� � A�%�� � � A$��##$����� � ���� A�}B&������$ ����� *���#�$�� $��##$����� �$ %/$�#$ ��*�\ )$���"��,��$ "�� �� ,$%��$ � " �� ��%��$ ��'�,� "�� � A�B&������$ '����,��� � ��� ,�%$ �� �%�) � %� �$�� �))�*����) ���� ,u�

α6 = α3
�%%��*$ �� *&� �%�� ��,������ *�  v�� ) �����

α1 = π
4

� �%%��*$ � A�%�� ��,������*� &� ��""$��$ �v� � ($%���&��*$ � '��$�� *�� %��� � *�� ,$%�� � %� $������ v














→)

√
5

9
F × 2√

5
+ N6

1√
5
− N1

1√
2

= 0

↑)
√

5

9
F × 1√

5
+ N6

2√
5

+ N1
1√
2

�2 �8�

? �,�'��*$ *���� "��) � *���� �2 �8�
N1

�� /&�#�$�� *�
N6

v

N1 =
√

2

(

N6
1√
5

+
2F√

9

)

� %$%���&��*$�$ ����� %�,$�*� %� $������ v

N6 = −F
√

5

9

N1 =
F
√

2

9�� %�;�$ "$%���'$ " ��
N1

��*�,� ,u� �� '��%$ �"$��##��$ � "��$�� �&%,����� '���� ,$�/��) ��$� � A�%�� � ��%&��� &� ������� � ) ����� �� %�;�$ ��;���'$ " ��
N6

��*�,� ,u� �� '��%$ *���$%/$�#$ � �������� ��� �$*$ � ,u� B&��*� � A�%�� 1 � &� "&��$�� �
�!�! ¤
.�%%��*$ �� �$*$

E
;�� %/$�#�

N3
�

N1
%$�$ �$�� ) ����� ��%$;�� *����) ����� �$ %/$�#$��,$;���$

N5
� �� D;&�� 2 �0 � ��"$����� �� ,$%��&#�$�� *�� "$��;$�$ *���� /$�#� � ¤ A�'�*���� ,u�
N3

�
N5

%$�$ &;&��� �$� %$�$ �� )$*&�$ � ��%&����$ �������� ��� �$*$ �$''��$ %$�$ �����)�� "&��$�� �
�!�! ��� B&�%�$ �$*$ ��%&����$ �$�� �� ,$)"$����� *���� ���#�$�� '��,$���� ��

D
�
HD

�
VD

�) ����� %$�$ ��,$;� ��� ; �� %/$�#�
N7

�
N8

� � �� "$��;$�$ *� �B&������$ %� �$�� ,u� � A�%��
7� %,���,� � �� B&���$ �$ %/$�#$

N8
,$���$� ����,�� �$���) ���� �� ���#�$�� ��

D
�

�!�! �
����� /$�#�

F
�""��,��� %& � �$*$ � %� ��,�'��$ ;�� %/$�#� ��,$;����

N2
�

N10
�

�!�! d
��� �����;$�$ *���� /$�#� � $ ����$;�)���� *���� %,����&�� *���� *&� �B&�#�$�� *� �B&�}
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H

1

3

4

5

6

7

9

10

B C

D

E

A

G

F

2
8

HA

VA

VD

H
D

-

+

-

- +
+

���� ¡ Õ £Õ

�����$ � *� B&�%�$ �$*$ %� ��,�'� �� '��$�� *���$ %/$�#$
N9

� �'��*$ ;�\ *����) ����$ ;��%/$�#�
N2

�
N8

�
�!�! �='��*$ ;�\ *����) ����$ �&��� ; �� %/$�#� � �$� *�) ����,��*$ ,u� �� ���#�$�� '��,$���� %$�$%���� ,��,$���� ) �*����� �� �B&�#�$� � ,��*����� *���� %����,� � " �� �� �$*$

G
%� "&à $"�����&�� '���D,� � �� " $��;$�$ *� �B&������$ %� ,u�&*� "��/����) ���� �D;&�� ��� �

Ö ®­ ®Î 5Ë´µ¶ µ´Ì³Êµ±Ë· ´· Ç ²³ÍÍ µ²± ÍÐ±¹Ê± ´ µ É±²È¹·ÍÍ µ±Ë· · ´ µ ¸¹³Êµ±Ë·
@� �%�� %$�$ ����� ) �;;�$� "���� ,$)"��%%� � � *&� )$������

1
�

2
��%� � � A�%��

7
� � A�%��

10
� ��� ,&� �$*$ *� ��,$���$

C
�;�%,� �� ,���,$ �%����$

F
� %$�$ �� "��) � %,���,� � ��%�,$�*� ��%� � @ A�%��

10
� B&���� ,u� %$""$��� �� ) �%%�) $ %/$�#$ *� ���#�$�� � ) ����� ���%��

8
�

9
�� ) �%%�) $ %/$�#$ *� ,$)"��%%�$�� �

= %��
Nmax� √

2
9 F √
2

3 F- −
√

5
9 F0 −
√

5
9 F2 −
√

5
9 F1 −
√

5
9 FC 9

3 −
√

5
3 F8 −
√

5
3 F�9 √
5

3 F
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� k¥ Jªm oí r¨ r© n k� k¥
.�� �� %��&��&�� ����,$���� �� D;&�� 2 �1 � *����) ����� v�� �� ���#�$�� '��,$���� �� � ;�� %/$�#� �$�)��� ����� %��;$�� �%�� �,� �� ) �%%�) $ %/$�#$ *� ,$)"��%%�$�� � *� ���#�$�� � �� �%�� ,$���%"$�*���� �

D

A

F
E

B C

G H

l

l

l

l

F

F

���� ¡ Õ £(

Ö ®¯ ®­ �Ë³ÇµÍ µ ´· ÇÇ³ Í¸¹Ì¸¸Ì¹³ · É³ ÇÉ± Ç± ´· ÇÇ· ¹·³Êµ±Ëµ ¶ µËÉ± Ç³¹µ
@� %��&��&�� �� D;&�� 2 �1 � ,$%���& ��� *� *&� ,$�"� ��;�*� � �� "��) $ � �� B&�*���$

DGHE�'���� *&� ) �;��� ,u�&%� �����;$���� � �� %�,$�*$ � ��'�,� �� )�;��� �����;$����
EFB

� �
*&� ,$�" � %$�$ '��,$���� )&�&�) ���� ) �*����� �� ,������� �������

E
� =""������) ����%�)�������� ,u� � '��,$�� ���)������ �%����� � ,$%���&��� *���� ��� ,������� ��

A
� ��

B
� ��

C
� %���$ 1 � � ,u� B&��*� �� %��&��&�� ��%&���  '$��� �" ��%����,� � � �,�'��%� � �� �����$

AD,$%���&�%,� &� "��*$�$ �%����$ � ,$%e ,$)� �� �����$
CF

� .������$ � '��,$�� ���) �������%����� ��%&����$ �%%��� %$�$ 0 � !''��) ���� �� ,$)"$����� $��##$����� *���� ,��� ����
A�

C
� %$�$ �&��� *�� )$)���$ ,u� �� �%��

AD
�

CF
"$%%$�$ ���;��� %$�$ � %/$�#� *�������&�;$ � ��%" ����' � �%%� � �� ,$)"&�$ *�� '��,$�� "$�;� "������$ v



















a (numero delle aste) = 10;

n (numero dei nodi cerniera) = 8;

vc (numero dei vincoli elementari) = 6.

�2 ��9�

�� ,�Ò %� $������ ,u� �%%��*$
a+vc = 2n

� B& ��*�
10+6 = 16

� �� ,$�*�#�$�� ��,�%%�����
 �,u� �� %��&��&�� %�� �%$%����,� � '���D,��� ��$����%%�;���� � �$*� � �&) ����� �� �%�� �D;&�� 2 �C� %� "&Ò "�$ ,�*��� ���� %$�&#�$}�� *�� "�$���) � � @� ���#�$�� �%����� $��##$����� %$�$ /�,��) ���� ��,�'����� %� � ,$) � ;�\
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F
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41 2 3
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7 8 9

 
10

l

l

l

l

A V VCB

H
B

I

II

���� ¡ Õ £+

*���$ � %� ,$�%�*��� ,u� ��
A

� ��
C

�$� ,$�,$��$�$ �%�� ,u� "$%%��$ �%%$����� /$�#� $��#}#$����� � (� *�*&,� B&��*� ,u�
B

�%%$�� � �&��� �� /$�#� �%����� �""��,��� %&��� %��&��&�� �"��� �� B&�%�$ ,�%$ �
2F

� �� /$�)&�� %� "&à %,��'��� v
{

HA = HC = 0

→) HB = 2F

�2 ����

D

A

F
F

E

B C

GF H

F F

2F

2F

41 2 3

5 6

7 8 9

 
10

l

l

l

l

���� ¡ Õ £2

@� ��� ���#�$�� '����,��� ��,$;���� '���$ *����) ����� &����##��*$ &� A�B&�#�$�� �&}%������� � �� ��%����� *&� �B&�#�$� � ,��*����� *���� %����,� ��B& ������$ ���� ���%��#�$��
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'����,��� � ���� �$��#�$�� ��%"���$ �* &� "$�$ ���������$� � (� ,$) ��,� *��� A�B&�#�$�� �&}%������� *�� �����$ � ���� �$��#�$�� ��%" ���$ ���� ,������ �������
E

� *$'� %$�$ �� ���#�$����
A

� �� /$�#� $��##$�����
F

�""��,��� ��
G

� u���$ ���,,�$ �$� �&��$ ��%"���$ �*
E

v

F

N

N

NODO G

F

7

10

N 10

N

N

N
10

8

9

8N

NODO H

=F

=F10N

N 9=F =F
√

2

���� ¡ Õ £6

E) − VA × l − F × l = 0 ⇒ VA = −F
�2 �� �

�� %�;�$ ) ��$ ��*�,� ,u� �� � '��%$ �"$��##��$ ���#���) ���� '��%$ � A���$ ��%&��� %��;����$ �� B&��*� �� '��%$ ,$�����$ *���� ���#�$�� ��
A
� '��%$ �� ��%%$ ����� A�B&������$ ���� �$��#�$�� ���$��$ �

C
"�� � A������ %��&��&�� %� *����) ��� �� ,$)}"$����� '����,��� *���� ���#�$�� ��

B
�* ��D�� � *��� A�B& ������$ ���� ���%��#�$�� '����,����� ,$)"$����� '����,��� *���� ���#�$�� ��

C
v

{

C) − VA × 2l − VB × l − F × l − F × 2l = 0 ⇒ VB = −F

↑) VA + VB + VC = 0 ⇒ VC = 2F

�2 ��-�

����� ,$�$%,��#� *���� ���#�$�� '����,��� � ��"$����� �� D;&�� 2 �3 � "$%%$�$ �%%���*����) ����� ; �� %/$�#� ����� �%�� � � - � "$���*$%� � ,$) � ;�\ �,,�����$ � ,$�%�*����� ,$) �"��*$�� � �����)�� ��%& ����$ ��%� ,$� &�$ %/$�#$ �$�) ��� "��� �
F

�
Ö ®¯ ®¯ 4 µÉ·¹É³ ´·ï Çµ ÍÐ±¹Ê µ Ë±¹²³Çµ Ë· ÇÇ· Í µËï± Ç· ³Í¸·
.�� �� ��,��,� *�;�� %/$�#� �$�) ��� ����� %��;$�� �%�� %� �*$��� �� ) ��$*$ *��� A�B&������$ ���$*� � �) "$���*$ � A�B&������$ " �� ,��%,&� �$*$ � ,$�%�*����*$�� �� " $��;$�$ *���� /$�#�) �*����� �� B&��� %� *����) ��� �� '��%$ � � A�����%��� *���� /$�#� �'� �;���� � (� " $%%$�$�� ;������� %,��'���

2n
�B&�#�$�� ��

(a + vc)
��,$;� ��� � � '���D,��� ,$%Ñ � '��$�� *�������#�$�� �%����� � ;�� $����&�� �)"$���*$ � A�B&������$ ;�$���� � �� �����;$�$ /$�*�) ������

" �� �� ��%$ �&#�$�� ;��D,� *��� A�B&������$ �� �$*� u� ���� � �� � √
2
� �%%��*$ �&��� � * ��;$������,������ *� π

4

�
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N

8

N

N

1

5F
N

5N

=F√28 =FN 1

=2F

FNODO D

���� ¡ Õ £¢Z

�!�! �(&� �$*$ � �;�%,� �� /$�#� $��##$����� �%�����
F

� ;�� %/$�#� ��,$;���� ������' � ���� �%�� �9� C � ='��*$
N10

�� %��%%� *���#�$�� *�
F

� ��%& ��� �'�*���� ,$)� � A�%��
7
� " �� � A�B&������$�� �$*$ � ��%&��� %,���,� �D;&�� 2 �3� �

N10
�;�%,� " ��,�Ò �� )$*$ *� ,$����%���� *� %$���� /$�#� �%����� � �%%� � *&�B&� &� "&��$�� �

�!�! d
N10

� �$�$ � ) ����� �� ��,$;� ��� %$�$
N8

�
N9

� @$ %/$�#$ ���%) �%%$ *�� "&��$��
N10�� �$*$ *�'� B&��*� ��%&����� �B&�������$ *�;�� %/$�#�

N8
�

N9
� ñ��,,���$ �� "$��;$�$*� �B& ������$ �D;&�� 2 �3� � %� '�*� ,$) �

N8
�%,� *�� �$*$ ��������� � ) �����

N9
������"&��$��� �

N

N
5

N

N
9

6

2

NODO E

=2F
5

N

N =2F

=FN N =F2 9

6

N

N N4
3

6N

3N

=2F

=2F
N 4=2F 2

NODO F

√

���� ¡ Õ £¢¢

�!�! ��$��
N8

� �� /$�#� �%�����
F

�$� ��%�� ,u� *����) ����� �� '��$�� *�
N1

�
N5

� � ����,$%��&#�$�� *�� "$��;$�$ *���� /$�#� �D;&�� 2 ��9� %� $������ "��
N1

&�$ %/$�#$ *� ���#�$��� " ��
N5

&�$ %/$�#$ �������� ��� �$*$ "��� �
2F

� � B&��*� � A�%�� 2 ��%& ��� ,$)"��%%� �
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�!�! ¤
�$��

N5
�

N9
� �� ��,$;���� %$�$

N2
�

N6
� ñ��,,���$ �� " $��;$�$ *� �B& ������$ �D;&����� � %� '�*� ,$) �

N2
�

N6
��%&����$ �������� �� �$*$ � " ������$ �� *&� �%�� %���$ *��"&��$�� �

�!�! �
�$�$

N6
� �� ��,$;���� %$�$ ;�� %/$�#�

N3
�

N4
� � �� "$��;$�$ *� �B&������$ � %� '�*� ,$) �

N3
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Ö ®Î ®­ N³ÇÉ± Ç± ´· ÇÇ· ¹·³Êµ±Ëµ ¶ µËÉ± Ç³¹µ
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Ö ®Ô ®­ N³ÇÉ± Ç± ´· ÇÇ· ¹·³Êµ±Ëµ ¶ µËÉ± Ç³¹µ
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Ö ®Ö ®­ N³ÇÉ± Ç± ´· ÇÇ· ¹·³Êµ±Ëµ ¶ µËÉ± Ç³¹µ
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.�� �� %�#�$�� �� D;&�� 1 ��� ,$%���&��� *� ��� �&�� %$����� *� ��;;�$ �%����$
RÝ29 )) �%"�%%$��

δÝ )) � ,$� � ��%" ����' � ����,����� "$%�� �� ,$���%"$�*��#� *�� '����,� * � &������;$�$ �B&������$ *� ���$
hÝ-9 ,) � *����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � � )$)���� "���,�"��� * A����#�� �,� �� ) $)���$ "$���� ��%"���$ �� ����,����$ �

δ
R

δ
R

δ

R

h

h

h

���� ¡ ( £¢

f ®­ ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
.�� "��) � ,$%� $ ,,$��� D %%��� �� )$*$ $""$��&�$ �� %�%��)� *� ��/���) ���$ � "�� %�)}"��D,��� � ,��,$�� v �� B&�%�$ ,�%$ � �%%��*$ �� D;&�� %�))����,� � %� "&Ò D%%��� � A�%%�

y

�
P
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,$��,�*���� ,$� � A�%%� *� %�))�����
yG

� ) ����� � A�%%�
x

"�%%���� " �� � %��;$�� ����,�����*� *&� �&�� �D;&�� 1 � � �

x

x

G

δ

R

δ

R

δR

h

h

h

y=y
G

300xsin60=259,8

1

2 3

���� ¡ ( £Ä

.�� *����) ����� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ %� ,��,$�� �����#��&��$ � A���� *���� %�#�$��*� $;� � %��;$�$ �&�$ v

A = π(r2
1 − r2

2) = π(502 − 482) = π(2500 − 2304) = 615,7mm2 �1 ���
(� "�%%� %&,,�%%�'�) ���� �� ,��,$�$ *�� )$)���� %����,� *���� %�#�$�� ,$)"$%��

Sx
�

Sy
� ,$) � %$))� *�� %��;$�� ) $)���� %����,� ������' � �� ��� %��;$�� �&�� v

Sx = A1 × y1 + A2 × y2 + A3 × y3 = 615,7(259,8 + 0 + 0) = 159958,8 mm3

Sy = A(x1 + x2 + x3) = 615,7(129,9− 129,9) = 0

�1 � �

@� "$%�#�$�� *�� ����,����$ � $�� /�,��) ���� ��*�'�*&����� �D;&�� 1 �1� v

yG =
Sx

A1 + A2 + A3
=

Sx

3A
=

159958,8

(3 × 615,7)
= 86,6mm

xG = 0

�1 �-�

@ A�%%�
Y
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r
1

r2

δ

d=96

D=100

���� ¡ ( £Å

f ®­ ®¯ 4 µÉ·¹É³ ´· µ ²±²·Ë¸µ È¹µËÉµÈ³ Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
.�� �� ,��,$�$ *�� ) $)���� "���,�"��� * A����#�� � %� *����) ����$ *�""��) � � )$)��}�� * A����#�� *���� %�#�$�� ,$)"$%��� ��%"���$ �� *&� �%%� ����,�����,�

XG
�

YG
"��) �*����) ����� � �* �� ������'$ )$)���$ ,�����/&;$

IxGYG

�(� ,$) ��,� *���� *����) ���#�$�� *�� ) $)���$ * A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%� ����,�����,$*� $;� � %��;$�$ �&�$ v

Ix =
π

4
× (r4

1 − r4
2) =

π

4
(504 − 484) = 739496 mm4 = 73.9 cm4

�� ) $)���$ * A����#�� ;�$���� %��� *��$ *���� %$))� *�� ,$�����&�� *�� ��� �&�� v
IxGxG

= Ix1 + A1 × d2
1 + Ix2 + A2 × d2

2 + Ix3 + A3 × d2
3 =

= (3 × 739496) + 615,7(173,22 + 86,62 + 86,62) = 29923362 mm4

= 2992.3 cm4

�1 �0 �

IyGyG
= (3 × 739496) + 615,7(1502 + 1502) = 29923362 mm4 = 2992.3 cm4 = IxGxG

IxGyG
= 0

@ A�;&�;����#� *�� *&� )$)���� ��%" ���$ �;�� �%%�
XG

�
YG

� � A���&���) ���$ *��) $)���$ ,�����/&;$ ��D,� ,u� �� %�#�$�� �� $;;���$ � ;��$%,$"�,� � ñ&��� ;�� �%%� "�%%����" �� �� ����,����$ %$�$ ��,u� "���,�"��� * A����#�� � ��à %� "&à *�*&��� *�� *�;������%� *��,��,u�$ *� + $u� �� &� "&��$ � *�� /���$ ,u� �� %�#�$�� ����� ��� �%%� *� %�))����� �
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f ®­ ®Î 4 µÉ·¹É³ ´· Ç ²±²·Ë¸± È± Ç³¹· ¹µÍÈ·¸¸± ³ Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
�� ) $)���$ "$���� ��%"���$ �� ����,����$

G
%� $������ %$))��*$ � )$)���� * A����#��

IxGxG

�
IyGyG

v

IG = IxGxG
+ IyGyG

= 2992.3 + 2992.3 = 5985 cm4

� k¥ Jªm oí r¨ r© n k� k¥
.�� �� %�#�$�� ,$)"$%�� �� D;&�� 1 �0 � ,$%���&��� *� &�� d¤ � *� &� "�$D ���$ �* @ �*�%"�%%$��

δÝ2 )) � ,$%����� " �� �&��� � ������ � � ,$�
hÝ�9 ,) �

bÝ 9 ,) � *����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � ;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� �,� � ) $)���� "���,�"��� * A����#�� �

δ

h

2h

b

δ

���� ¡ ( £Ó

f ®¯ ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
@� %�#�$�� ,$)"$%�� �� D;&�� 1 �0 %� "&à ,$�%�*����� ,$) � %�#�$�� %$����� � �%%��*$ �$%"�%%$��

δ
) ��$�� *� &� *�,�) $ *���� �&�;u�##� *�� %��;$�� ������ ,u� �� ,$%���&�%,$�$ ��� B&�%�� ,�%� �� %�#�$�� '���� ��""��%������ � ,��,$���� ,$) � %� �� %&� ���� /$%%� �&���,$�,������� �&�;$ �� ����� )�*�� �
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.�� "��) � ,$%� $ ,,$��� %&**�'�*��� �� %�#�$�� �� 2 ������;$�� %$����� � (� D %%� ��)$*$ $""$��&�$ &� %�%��) � *� ��/���) ���$ � " �� %�)"��D ,��� � ,��,$�� � $''��$ � A�%%�
x

��)$*$ ���� ,u� ,$��,�*� ,$� �� ����� ) �*�� *��� A��� ��/���$�� � � A�%%�
y

,$� �� ����� )�*��*��� A���) � �

1

b

x

5 y

2h

4

h
2

3

x G

y G

G

δ

δ

���� ¡ ( £Õ

(� ,��,$���$ *�""��) � �� ���� *�� 2 ������;$�� v


























A1 = h × δ = 100 × 5 = 500 mm2

A2 = A3 = A5 = 1000 mm2

A4 = 2h× δ = 200 × 5 = 1000 mm2

�1 �2�

,u� %$))��� *���$ � A���� �$���� v

Atot =

5
∑

i=1

A(i) = 500 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 = 4500 mm2 �1 �1�
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(&,,�%%�'�) ���� %� ,��,$���$ � ) $)���� %����,� *�� %��;$�� ������;$�� ��%"���$ ��� A�%%�
x
v



















































S(1)
x = A(1) × y

(1)
G = 500 × 5

2
h = 500 × 250 = 125000 mm3 = 125 cm3

S(2)
x = S(3)

x = A(2) × y
(2)
G = 2 × 1000 × 2h = 200000 mm3

S(4)
x = A(4) × y

(4)
G = 1000× h = 100000 mm3

S(5)
x = A(5) × y

(5)
G = 0 mm3

�1 �C�

($))��*$ � %��;$�� ) $)���� %����,� %� u� v

Sxtot
=

5
∑

i=1

S(i)
x = 125000 + 2 × 200000 + 100000 = 625000 mm3 = 625 cm3 �1 �3�

(� ��" ��� �$ %��%%$ "�$ ,�*�)���$ "�� � ) $)���� %����,� ��%" ���$ ��� A�%%�
y
v



































































S(1)
y = A(1) × x

(1)
G = 500 × b

2
= 500 × 100 = 50000 mm3

S(2)
y = A(2) × x

(2)
G = 0

S(3)
y = A(3) × x

(3)
G = 0

S(4)
y = A(4) × x

(4)
G = 0

S(5)
y = A(5) × x

(5)
G = 0

�1 �8�

($))��*$ � %��;$�� ) $)���� %����,� %� $������ v

Sytot
=

5
∑

i=1

S(i)
y = 50000 mm3 = 50 cm3 �1 ��9�

@� "$%�#�$�� *�� ����,����$ %� *����) ��� *�� ��""$��$ ��� � )$)���� %����,� � � A����*���� %�#�$�� v


















xG =
Sy

Atot

=
50000

4500
= 11,1 mm

yG =
Sx

Atot

=
625000

4500
= 138,8 mm

�1 ����
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f ®¯ ®¯ 4 µÉ·¹É³ ´·ï Çµ ³ÍÍ µ È¹µËÉµÈ³Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
.�� *����) ����� �� "$%�#�$�� *�;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� $ ,,$��� ,��,$���� "��) � �)$)���� * A����#�� ��%" ���$ �;�� �%%� ����,�����,� �""��� ��$'��� � ���,$�$ *�� ) $)���$* A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%�

xG
v

IxG
=

5
∑

i=1

I(i)
x =

δh3

12
+ δh ×

(

2h − yG +
h

2

)2

+

+2 × b × δ × (2h − yG)2 + δ × 2h3

12
+ (yG − h)2 × δ × 2h + δ × b × (yG)2 =

= 3819.4 cm4

�1 �� �

���,$�$ *�� ) $)���$ * A����#�� ��%"���$ ��� A�%%�
yG

v

IyG
=

5
∑

i=1

I(i)
y =

= δh ×
(

b

2
− xG

)2

+ 3 × δ × b3

12
+ 3b × δ × xG

2 + 2h× δ × xG
2 =

= 1444.4 cm4

�1 ��-�

���,$�$ *�� ) $)���$ ,�����/&;$ ��%"���$ �;�� �%%�
xG

�
yG

v

IxGyG
=

5
∑

i=1

I(i)
xy = δ × h

(

b

2
− xG

)

×
(

−5

2
h + yG

)

+ 2b × δ × xG × (−2h + yG)+

+2h× δ × xG(yG − h) + b × δ × (yG) × (−xG) = −555.5 cm4 �1 ��0 �(� "$%%$�$ $�� ��$'��� �� *���#�$�� "���,�"��� * A����#�� � ,u� %$�$ B&���� ��%" ���$ ����B&��� �� ) $)���$ ,�����/&;$ %� ���&��� �

ϑ =
1

2
× arctan×

(

2IxGyG

IyG
− IxG

)

=
1

2
× arctan×

( −2 × 555.5

1444.4− 3819.4

)

= 12.53

@ A��;$�$
ϑ

� ��%&����$ "$%���'$ v ; �� �%%� "���,�"��� * A����#�� ��%&����$ "��,�Ò �&$���� ��%��%$ ����$����$ ��%"���$ �
yG

�
xG

�
f ®¯ ®Î 4 µÉ·¹É³ ´· µ ²±²·Ë¸µ È¹µËÉµÈ³ Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
�� '��$�� *�� ) $)���� "���,�"��� * A����#��

Iξ
�

Iη
� *� %�;&��$ *����) ����� � ��%&����$ � A&�$�� ) �%%�) $ � � A����$ �� ) �� �) $ /�� � )$)���� * A����#�� ,��,$���� ��%" ���$ � B&��&�B&�
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yG

xG
G

ξ

η

ϑ0

���� ¡ ( £(

�%%� ����,�����,$ �

Iξ =
(IxG

+ IyG
)

2
+

1

2
×
√

(IxG
− IyG

)2 + 4IxGyG
2 =

=
(3819.4 + 1444.4)

2
+

1

2
×
√

(3819.4− 1444.4)2 + 4 × (−555.5)2 = 3943.0 cm4

�1 ��2�

Iη =
(IxG

+ IyG
)

2
− 1

2
×
√

(IxG
− IyG

)2 + 4IxGyG
2 =

=
(3819.4 + 1444.4)

2
− 1

2
×
√

(3819.4 − 1444.4)2 + 4 × (−555.5)2 =

= 1320.9mm4

�1 ��1�
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� k÷ Jªm oí r¨ r© n k� k÷

.�� �� %�#�$�� ,$)"���� �� D;&�� 1 �C � *� *�)��%�$�� ,��������%��,�
aÝ�9 ,) �*����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � ;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� �,� � ) $)���� "���,�"��� * A����#�� �

a a a 2a

a

2a

a

���� ¡ ( £+

f ®Î ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
(� %&**�'�*� �� %�#�$�� �� ���� ���) ������ � $''��$ ��� *&� ������;$��

A
�

B
� � ��������;$�$

C
� *�� B&��� %� ,$�$%,$�$ � ������'� ����,�����

GA
�
GB

�
GC

� (� �%%&) ��$ "$�*�;�� �%%� *� ��/���) ���$
xy

���;���� �� ���� *�� ������;$�$
A

�D;&�� 1 �3� � (� ,$) ��,� *��,��,$�$ *���� %��;$�� ����

A = AA + AB + AC = 5a2 + 3a2 +
1

2
a2 =

17

2
a2

(� ,��,$�� %&,,�%%�'�) ���� �� ) $)���$ %����,$
Sx

,$) � %$))� *�� %��;$�� ) $)����
%����,�

S
(i)
x

������' � ���� ��� ���� v

Sx = AA × yA + AB × yB + AC × yC =

=

(

5a2 × 5

2
a

)

+

(

3a2 × 3

2
a

)

+

(

1

2
a2 × 7

3
a

)

= a3

(

25

2
+

9

2
+

7

6

)

=
109

6
a3
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(� "�%%� �� ,��,$�$ *�� ) $)���$ %����,$
Sy

,$) � %$))� *�� %��;$�� ) $)���� %����,�
S

(i)
y������' � ���� ��� ���� v

Sy = AA × xA + AB × xB + AC × xC =

(

5a2 × 1

2
a

)

+

(

3a2 × 5

2
a

)

+

(

1

2
a2 × 4

3
a

)

= a3

(

5

2
+

15

2
+

4

6

)

=
32

3
a3

¤ A $�� "$%%����� *����) ����� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ � �D;&�� 1 �3�

xG =
Sy

(AA + AB + AC)
=

32

3
a3

7

2
a2

=
64

51
a = 1,25a

yG =
Sx

(AA + AB + AC)
=

109

6
a3

17

2
a2

=
109

51
a = 2,14a

109/51 a

64/51 a
y

x

G
A

B

C

x

y

G

G

���� ¡ ( £2

f ®Î ®¯ 4 µÉ·¹É³ ´·ï Çµ ³ÍÍ µ È¹µËÉµÈ³Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
.$%�#�$���� ;�� �%%� ����,�����,�

xG
�

yG
� " �� ��*�'�*&��� ;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� ���,�%%���$ ,��,$���� �� ���%$�� * A����#��

[I]
��%" ���$ �� %�%��) � *� ��/���) ���$ ����,�����,$

xG
�
yG

� (� ,$) ��,� *�� ,��,$�$ *�� ) $)���$ * A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%�
xG

v
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I(A)
x =

1

12
a × (5a)3 + 5a2 ×

(

5

2
− 109

51

)2

× a2 =
115220

10404
a4

I(A)
x =

3

12
a × a3 + 3a2 ×

(

3

2
− 109

51

)2

× a2 =
15276

10404
a4

I(C)
x =

1

36
a4 +

1

2
a2 ×

(

7

3
− 109

51

)2

× a2 =
489

10404
a4

IxG
= I(A)

x + I(B)
x + I(C)

x =
115220 + 15276 + 489

10404
a4 =

130985

10404
a4 = 12,59a4

=��$ %��%%$ )$*$ %� "�$ ,�*� "�� ��$'���
IyG

v

I(A)
y =

1

12
× a3 × 5a + 5a2 ×

(

1

2
− 64

51

)2

× a2 =

(

5

12
+

29645

10404

)

a4

I(B)
y =

27

12
a3 × a + 3a2

(

5

2
− 64

51

)2

× a2 =

(

27

12
+

48387

10404

)

a4

I(C)
y =

1

36
a4 +

1

2
a2 ×

(

4

3
− 64

51

)2

× a2 =

(

1

36
+

72

23409

)

a4

IxG
= I(A)

y + I(B)
y + I(C)

y =

(

5

12
+

29645

10404
+

27

12
+

48387

10404
+

1

36
+

72

23409

)

a4 = 10,20a4

(� ,��,$�� ��D�� �� ) $)���$ ,�����/&;$ v

I(A)
xy = 5a2 ×

(

64

51
− 1

2

)

×
(

109

51
− 5

2

)

a2 = − 4810

10404
a4

I(B)
xy = 3a2 ×

(

64

51
− 5

2

)

×
(

109

51
− 3

2

)

a2 =
10668

15606
a4

I(C)
xy =

1

2
a2 ×

(

109

51
− 7

3

)

×
(

64

51
− 4

3

)

a2 =
432

23409
a4

IxyG
= I(A)

xy + I(B)
xy + I(C)

xy =

(

− 4810

10404
+

10668

15606
+

432

23409

)

a4 = −38930

10404
a4 = −1,89a4

(� "$%%$�$ $�� ��$'��� �� *���#�$�� "���,�"��� * A����#�� � �)"$���*$ � A���&���) ���$*�� ) $)���$ ,�����/&;$ � �&��$ v
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ϑ =
1

2
× arctan

(

2IxGyG

IyG
− IxG

)

=

=
1

2
× arctan

(

2 ×−1.89

10.20 − 12.59

)

=
1

2
× arctan

(

3,78

2,22

)

= 29,77

@ A��;$�$
ϑ
� ��%&����$ "$%���'$ v � �&$'� �%%� *� ��/���) ���$ �&$���$ "������$ �� %��%$����$����$ ��%" ���$ �

yG
�

xG
�D;&�� 1 �8� �

f ®Î ®Î 4 µÉ·¹É³ ´· µ ²±²·Ë¸µ È¹µËÉµÈ³ Çµ ´ �µË·¹Ê µ³

B

x

A

x

C
G y

y

G

G

η

ϑ

ξ

0

���� ¡ ( £6

(� ,��,$�� ��D�� �� '��$�� *�� ) $)���� "���,�"��� * A����#��
Iξ

�
Iη

�

Iξ =
(IxG

+ IyG
)

2
+

1

2
×
√

(IxG
− IyG

)2 + 4IxGyG
2) =

=
(12.95 + 10.2)

2
+

1

2
×
√

(12.59 − 10.2)2 + 4 × (−3.74)2 =

= 15.32a4 = 153200cm4

�1 ��C�
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Iη =
(IxG

+ IyG
)

2
− 1

2
×
√

(IxG
− IyG

)2 + 4IxGyG
2) =

=
(12.95 + 10.2)

2
− 1

2
×
√

(12.59 − 10.2)2 + 4 × (−3.74)2 =

= 7.47a4 = 74700cm4

�1 ��3�

� kû Jªm oí r¨ r© n k� kû

2 a

x

y

a

aO

���� ¡ ( £¢Z

.�� �� %�#�$�� �� D;&�� 1 ��9 � "$%�$
aÝ 9 ,) � *����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � ;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� ��,� � ) $)���� "���,�"��� * A����#�� �

f ®Ô ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
@� %�#�$�� *� D;&�� 1 ��9 ��""��%���� &� B&�*���$ *� ���$

2a
,$� &�� ,�'��\ � /$�) � *�%�) �,��,u�$ *� ��;;�$

a
"$%�� �� *� %$"�� *���� *��;$���� $��##$����� � (� �%%&) � ,$) �%�%��) � *� ��/���) ���$ *� "�����#� B&���$ ,$%���&��$ *���� *&� *��;$���� *�� B&�*���$ �,$� �%%�

y
�%%� *� %�))����� � ��*�,��$ ,$�

1
�� B&�*���$ � ,$�

2
�� %�) �,��,u�$ � � A����*���� %�#�$�� %� ,��,$�� %$������*$ � A���� *�� %�) �,��,u �$ � B&���� *�� B&�*���$ v

A = A(1) − A(2) = 4a2 − π
a2

2
= (4 − π

2
)a2
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=�,u� "�� � ) $)���� %����,� � %� *�'� ,��,$���� �� ) $)���$ %����,$ *�� B&�*���$ � %$�}������ B&���$ *�� %�) �,��,u�$ � � ) $)���� %����,� ��%"���$ ��� A�%%�
y

%$�$ �&��� � �%%��*$
y�%%� *� %�))����� �

Sx = S(1)
x − S(2)

x = 0 − 2

3
a3 = −2

3
a3

�� ����,����$ *���� %�#�$�� '��� " ������$ v














YG =
Sx

A
= −

2
3a3

(4 − π
2 )a2

= −0.274a

XG = 0

�1 ��8�

�� D;&�� 1 ��� � ��" $����$ �� %�%��) � ����,�����,$ ,$%e *����) ����$ �

G

x
G x

y=y
G

2 a

2 a

aO

1

2

���� ¡ ( £¢¢

f ®Ô ®¯ � ÍÍ µ · ²±²·Ë¸µ È¹µËÉ µÈ³ Çµ ´ �µË· ¹Ê µ³
�� %�%��) � *� ��/���) ���$

xG
�
yG

� $���� �* �%%��� ����,�����,$ � ��%&��� ��,u� "���,�"���* A����#�� � �%%��*$ � ,$) � %$"�� *���$ �
yG

�%%� *� %�))����� � (� ,��,$�� *&�B&� �� ) $)���$"���,�"��� * A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%�
xG = ξ

�

Iξ = I(1)
xGxG

− I(2)
xGxG

I(1)
xGxG

= Ixx + A(1)yG
2 =

(2a)
4

12
+ 4a2 ×

(

2

3
× 1

4 − π
2

)2

a2 =
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=
16

12
a4 +

4a4 × 4

9 × (4 − π
2 )2

= 1.634a4

I(2)
xGxG

= I(2)
xx + A(2)y2

00 − 2y0 × S(2)
x =

=
1

8
πa4 +

π

2
a2 ×

(

2

3
× 1

4 − π
2

)2

a2 + 2 × 2

3
× a

4 − π
2

× 2

3
a3 = 0.877a4

Iξ = I(1)
xx − I(2)

xx = (1.634 − 0.877)a4 = 121120 cm4

�� ) $)���$ * A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%�
yG = η

'��� v

IyGyG
= I(1)

yy − I(2)
yy

I(1)
yy =

(2a)
4

12
=

4

3
a4

I(2)
yy =

π

8
a4

Iyy =

(

4

3
− π

8

)

a4 = 0.941 = 150501 cm4

)����� ��%&���
Ixy = 0

� �������*$%� *� �%%� "���,�"��� �

� k� Jªm oí r¨ r© n k� k�
.�� �� %�#�$�� %$����� �� D;&�� 1 �� � "$%�$

RÝ 9 ,) �
δÝ� ,) � *����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � ;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� ��,� � ) $)���� "���,�"��� * A����#�� �

f ®Ö ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
@� %�#�$�� � ,��������##��� *� ��� �%%� *� %�))����� � (� ������ *� &�� %�#�$�� ;��$%,$"�,� �����%%� ,������� * A����#�� ,$� *��) ���� ) �%%�) � � ) ���) � ,$��,�*���� �,��,u �$ � � ñ&��� ; ���%%� ����,�����,� %$�$ ��,u� "���,�"��� * A����#�� � �� ����,����$ ,$��,�*� ,$� �� ,����$*���� %����� � ¤ A "������$ ��,�%%���$ �� ,��,$�$ *�� %$�$

Ixx
� �%%��*$ � ) $)���� * A����#����%" ���$ �* &� B&��%��%� �%%� ����,�����,$ &;&��� �

I(1)
xGxG

= πδR3
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δ

R

120
x

y

120

120

δ

���� ¡ ( £¢Ä

I(2)
xGxG

=
1

12
δR3 + δR ×

(

R

2

)2

=
1

3
δR3

I(3)
xGxG

= I(4)
xGxG

=
1

12
δR3 × sin2(30) + δR ×

(

R

4

)2

=
1

12
δR3

I(tot)
xGxG

= πδR3 +
1

3
δR3 + 2

1

12
δR3 = δR3

(

π +
1

2

)

= 3,64δR3

.$%�$
RÝ  9 ,) �

δÝ � ,) %� $������ v

I(tot)
xGxG

= 29132.7 cm4
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√

30°

1

3 4

2

R/2

R/4

3R/4

δ

R

120
x

y

120

120

δ

���� ¡ ( £¢Å

� k� Jªm oí r¨ r© n k� k�

δh

h

h /5

h /52

���� ¡ ( £¢Ó

.�� �� %�#�$�� %$����� �� D;&�� 1 ��0 � ,$%���&��� *� &� "�$D ���$ %$����� ��"$ d¤ � *� &�������;$�$ "���$ �"$%�$
hÝ�2 ,) �

δÝ ,) � *����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � ;�� �%%� "���,�"��� *� ����#�� �,� � ) $)���� "���,�"��� * A����#�� �
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f ®f ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
(� ,$�%�*��� �� %�%��) � *� ��/���) ���$ ,$) � ��*�,��$ �� D;&�� 1 ��2 � (� ,��,$�� � A���� *����%�#�$�� v

A = 2 × (h × δ) + h × δ +
h

5
×
(

h +
2h

5

)

= h

(

3δ +
7h

25

)

= 153 cm2 �1 � 9�

(� "�%%� �� ,��,$�$ *�� ) $)���$ %����,$
Sx

��%" ���$ ��� A�%%�
x
v

Sx = S(2)
x + S(3)

x + S(4)
x =

=

[

h × δ
h

2

]

(2)

+ [h × δ × h](3) +

[

h

5
× 7h

5
×
(

h +
h

10

)]

(4)

= 1714,5cm2
�1 � ��

Sy = Sy1 + Sy2 + Sy3 + Sy4 =

= h × δ
h

2
+ h × δ

h

2
+ h × δ

h

2
+

h

5
× 7h

5
× 7h

10
= h2

(

3

2
δ +

49

250
h

)

= 1336,5 cm2

�1 �  �

δ
θ

ξ

η

xG

yG

x

y

2

1

3

4

���� ¡ ( £¢Õ
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@� "$%�#�$�� *�� ����,����$ %� *����) ��� ,$) � %�;&� v

xG =
Sy

A
= 8,735 cm

yG =
Sx

A
= 11,206 cm

�1 � -�

f ®f ®¯ 4 µÉ·¹É³ ´·ï Çµ ³ÍÍ µ È¹µËÉµÈ³Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
.$%�#�$���� ;�� �%%� ����,�����,�

xG
�

yG
� " �� ��*�'�*&��� ;�� �%%� "���,�"��� * A����#��%� ,��,$�� �� ���%$�� * A����#��

[I]
��%" ���$ �� %�%��) � *� ��/���) ���$ ����,�����,$ � @ Ad¤

"&à �%%��� �����##��$ ,$) � &�� %�#�$�� %$����� � .������$ " �� � ������;$�� ��  � - %����%,&���$ � ) $)���� * A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%� *� $;�� %��;$�$ �����$ � (� ,$) ��,� *��) $)���$ * A����#�� ��%"���$ ��� A�%%�
xG

v

IxG
= I(1)

xG
+ I(2)

xG
+ I(3)

xG
+ I(4)

xG
=

=
[

h × δ × (11,206)2
]

(1)
+

[

1

12
× h3 × δ + h × δ × (11,206 − 7,5)2

]

(2)

+

+
[

h × δ × (15 − 11,206)2
]

(3)
+

+

[

1

12
× 7h

5

(

h

5

)3
]

(4)

+

[

h

5
× 7h

5

(

h

10
+ h − 11,206

)2
]

(4)

= 6986,45 cm4

�1 � 0 �

= ��$ %��%%$ )$*$ %� "�$ ,�*� " �� ��$'���
IyG

v

IyG
= I(1)

yG
+ I(2)

yG
+ I(3)

yG
+ I(4)

yG
=

2

(

1

12
× h3 × δ + h × δ × (8,735 − 7,5)2

)

+

+h × δ × (8,735 − 7,5)2 +
1

12
× h

5

(

7h

5

)3

+

h

5
× 7h

5
×
(

8,735− 7h

10

)2

= 3773,79 cm4

�1 � 2�

(� ,��,$�� ��D�� �� ) $)���$ ,�����/&;$ v
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IxGyG
= I(1)

xGyG
+ I(2)

xGyG
+ I(3)

xGyG
+ I(4)

xGyG
=

= 30 × (−8,735 + 7,5) × (−11,206)+

+30 × (−8,735 + 7,5) × (−11,206 + 7,5)+

+30 × (−11,206 + 15)× (−8,735 + 7,5)+

+63 × (−8,735 + 10,5) × (15 + 1,5 − 11,206) = 1000,59 cm4

�1 � 1�

(� "$%%$�$ $�� ��$'��� �� *���#�$�� "���,�"��� * A����#�� � ,u� %$�$ B&���� ��%"���$ ���� B&���%� ���&��� �� ) $)���$ ,�����/&;$ �

ϑ =
1

2
× arctan

(

2IxGyG

IyG
− IxG

)

= −15,96o

@ A��;$�$
ϑ

� ��%&����$ ��;���'$ v � �&$'� �%%� *� ��/���) ���$ �&$���$ "��,�Ò �� %��%$$����$ ��%" ���$ �
yG

�
xG

�
f ®f ®Î 4 µÉ·¹É³ ´· µ ²±²·Ë¸µ È¹µËÉµÈ³ Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
� ) $)���� "���,�"��� * A����#��

Iξ
�

Iη
� '��&���� ��%"���$ �;�� �%%� "���,�"��� � ��""��%��}���$ � A&�$ �� ) �%%�) $ � � A����$ �� ) ���)$ ��� �&��� � ) $)���� * A���#�� ����,�����,� �

Iξ =
(IxG

+ IyG
)

2
+

1

2
×
√

(IxG
− IyG

)2 + 4IxGyG
2) = cm4

�1 � C�

Iη =
(IxG

+ IyG
)

2
− 1

2
×
√

(IxG
− IyG

)2 + 4IxGyG
2) = 3487,6 cm4

�1 � 3�

� k) Jªm oí r¨ r© n k� k)

.�� �� %�#�$�� %$����� �� D;&�� - ��� "$%�$
hÝ 9 ,) �

δÝ ,) � *����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � ;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� ��,� � ) $)���� "���,�"��� * A����#�� �

f ®, ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
(� "$%�#�$�� �� %�%��) � *� ��/���) ���$ �� )$*$ *� /�� "�%%��� � A�%%�

x
"�� � ����,����� *��������;$�$  � *�� ,��,u�$ - � @ A�%%�

y
%�� $��$;$���� �

x
� "�%%���� " �� �� ����,����$ *��������;$�$  � @ A���� *���� %�#�$�� '��� v
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δ

δ

3h2h h

h

h

���� ¡ ( £¢(

A = A(1) + A(2) + A(3) =
√

5hδ + 3hδ + 2πhδ =
(√

5 + 3 + 2π
)

hδ = 11.52hδ

(� ,��,$���$ � ) $)���� %����,� ��%" ���$ �� %�%��) � *� ��/���) ���$ %,���$ � ? �%"���$ ��� A�%%�
x

'��� v

Sx = S(1)
x + S(2)

x + S(3)
x =

√
5hδ ×

(

−h

2

)

+ 0 + 0 = −1.12h2δ

?�%"���$ ��� A�%%�
y

'��� v

Sy = S(1)
y + S(2)

y + S(3)
y =

√
5hδ ×

(

−5

2
h

)

+ 0 + 2πhδ × 5

2
h = 10.12h2δ

�� ����,����$ %� ��$'� ��� "&��$ ,$� �� %�;&���� ,$$�*����� v














XG =
Sy

A
= −0.097h

YG =
Sx

A
= 0.878h

�1 � 8�

f ®, ®¯ � ÍÍ µ È¹µËÉµÈ³ Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
(� "�%%� �� ,��,$�$ *�� ���%$�� * A����#�� ��%"���$ �� %�%��) � *� ��/���) ���$ ����,�����,$,$� ;�� �%%� "�������� � B&���� %,���� �� �#���) ���� � .�� %�)"��,��\ ��� ,��,$�� %� " $�;� v

cosα =
2√
5
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sin α =
1√
5

�� ) $)���$ * A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%�
x

'��� v

IxG
= I(1)

xG
+ I(2)

xG
+ I(3)

xG

I(1)
xG

=

(

δ × (
√

5h)3

12

)

× sin2 α +
√

5δh ×
(

h

2
+ yG

)2

= 0.5493h3δ

I(2)
xG

= 3hδ × y2
G = 0.0283h3δ

I(3)
xG

=
2π

2
δh3 + 2hδy2

G = 3.2008h3δ

Ix = 3.7784h3δ

��� ) $)���$ * A����#�� ��%" ���$ ��� A�%%�
x

'��� v

IyG
= I(1)

yG
+ I(2)

yG
+ I(3)

yG

I(1)
yG

=

(

δ × (
√

5h)3

12

)

× cos2α +
√

5δh ×
(

5h

2
+ xG

)2

= 26.2654h3δ

I(2)
yG

=
1

12
δ × (3h)3 + 3hδx2

G = 4.5642h3δ

I(3)
yG

= πδh3 + 2πhδ ×
(

5

2
h − xG

)2

= 19.6658h3δ

Iy = 50.4954h3δ

�� ) $)���$ ,�����/&;$ '��� ��D�� v

IxGyG
= I(1)

xGyG
+ I(2)

xGyG
+ I(3)

xGyG

I(1)
xGyG

=

(

δ × (
√

5h)3

12

)

×sinα×cosα+
√

5δh×
(

h

2
+ yG

)

×
(

5

2
h + xG

)

= 3.4162h3δ

I(2)
xGyG

= 3hδ × xG × yG = −0.2558h3δ
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I(3)
xGyG

= 2πhδ × yG ×
(

5

2
h − xG

)

= 0.9894h3δ

Ixy = 4.1498h3δ

δ

δ

3h2h h

h

h

y
G

x

y

θ

ξ

η

xG

xG

G

2

1

3

���� ¡ ( £¢+

ϑ =
1

2
× arctan

(

2Ixy

Iyy − Ixx

)

=

=
1

2
× arctan

(

2 × 4.1498

50.4954− 3.7784

)

= 5.0369

@ A��;$�$
ϑ
� ��%&����$ "$%���'$ v � �&$'� �%%� *� ��/���) ���$ �&$���$ �� %��%$ ����$����$��%" ���$ �

yG
�

xG
�

f ®, ®Î 4 µÉ·¹É³ ´· µ ²±²·Ë¸µ È¹µËÉµÈ³ Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
(� ,��,$���$ � '��$�� *�� ) $)���� "���,�"��� * A����#��

Iξ
�

Iη
�

Iξ =
(Ixx + Iyy)

2
+

1

2
×
√

(Ixx − Iyy)2 + 4Ixy
2) = 50.86 h3δ

�1 �-9�

Iη =
(Ixx + Iyy)

2
− 1

2
×
√

(Ixx − Iyy)2 + 4Ixy
2) = 3.41 h3δ

�1 �- ��
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� k- Jªm oí r¨ r© n k� k-

.�� �� %�#�$�� �� D;&�� 1 ��3 � *����) ����� v�� �� "$%�#�$�� *�� ����,����$ �� � � )$)���� "���,�"��� * A����#�� �,� �� ) $)���$ "$���� ��%"���$ �� ����,����$ �

2d

δ

y

x

1

2

d

���� ¡ ( £¢2

f ®3 ®­ 4 µÉ·¹É³ ´· ÇÇ³ È±ÍµÊ µ±Ë· ´· Ç �³¹µÉ·Ë¸¹±
.�� "��) � ,$%� $,,$��� D%%��� �� )$*$ $""$��&�$ �� %�%��) � *� ��/���) ���$ � �� D�� *�%�)"��D ,��� � ,��,$�� v �� B&�%�$ ,�%$ %� "&à D%%��� � A�%%�

y
,$��,�*���� ,$� �� �����) �*�� *�� �����$ '����,��� � � A�%%�

X
,$� �� ����� ) �*�� *�� �����$ $��##$����� � @�%�#�$�� %$����� "&à ,$�%�*����%� ,$) � %$))� *� *&� ���� ���) ������ �������;$��� ��*�,�����%" ����'�)���� ,$� �� B&���$ '����,��� �  B&���$ $��##$����� �@ A���� *���� %�#�$�� '��� v

A = A(1) + A(2) = 2δd + δd = 3δd
�1 �- �

) ����� � ) $)���� %����,�
Sx

�
Sy

'��;$�$

Sx = S(1)
x + S(2)

x = 2δd × d + 0 = 2δd2

Sy = S(1)
y + S(2)

y = 0 + dδ × d

2
=

1

2
d2δ

�1 �--�
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d

2d

δ

y

x

1

2

G
x

G

y
G

d/6

2/3d

θ

���� ¡ ( £¢6

(� $%%��'� ,$)� � )$)���� %����,�
S

(2)
x

�
S

(1)
y

��%&����$ �&��� � �%%��*$ � ����,�����*���� *&� ���� "$%�#�$���� %&;�� �%%� � @� "$%�#�$�� *�� ����,����$ � $�� /�,��) ������*�'�*&����� �D;&�� 1 ��8� v

xG =
Sy

A
=

d2δ

6dδ
=

d

6

yG =
Sx

A
=

2d2δ

3dδ
=

2d

3

�1 �-0 �

�� ����,����$
G

%� ��$'� �&�;$ �� ����� ,u� &��%,� � ����,����� *���� *&� ���� ���) ������ �
f ®3 ®¯ 4 µÉ·¹É³ ´· µ ²±²·Ë¸µ È¹µËÉµÈ³ Çµ ´ �µË·¹Ê µ³
.�� *����) ����� ;�� �%%� "���,�"��� * A����#�� %� ,��,$���$ ���#���) ���� � )$)���� * A����#��� ,�����/&;u� ��%" ���$ �;�� �%%� ,�������

xG
�
yG

�

Ixx = I(1)
xx + I(2)

xx =
1

12
(2d)3δ + 2dδ

(

d

3

)2

+ dδ

(

2

3
d

)2

=
4

3
d3δ

Iyy = I(1)
yy + I(2)

yy = 2dδ × d2

36
+

1

12
(d)3δ + dδ

(

1

3
d

)2

=
1

4
d3δ

Ixy = I(1)
xy + I(2)

xy = 2dδ × 1

3
d ×

(

−1

6
d

)

+ dδ ×
(

−2

3
d

)

×
(

1

3
d

)

= −1

3
d3δ

@ A��;$�$ *� �$��#�$��
ϑ0

,$)"��%$ ��� ;�� �%%�
ξ

�*
x
� ,u� ,��������##� ;�� �%%�
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"���,�"��� * A����#�� ��%"���$ �� %�%��) � %,���$ "��,�*����) ���� �� )$*$ ��� ������$ � '���B&��*� v

ϑ0 =
1

2
arctan

2Ixy

Iyy − Ixx

=
1

2
arctan

−2/3

7/12 − 10/9
=

1

2
arctan

−2/3

−19/36
=

1

2
arctan

24

19
= 25.78o

�$�$ � A��;$�$ *� �$��#�$�� � � ) $)���� "���,�"��� * A����#�� %� $����;$�$ ,$� �� %�};&���� /$�)&�� v

Iξ =
Ixx + Iyy

2
+

1

2

√

(Ixx − Iyy)2 + 4I2
xy =

1

24

(

19 −
√

233
)

d3δ

Iη =
Ixx + Iyy

2
− 1

2

√

(Ixx − Iyy)2 + 4I2
xy =

1

24

(

19 −
√

233
)

d3δ
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4 b

5 b
δ

δ

3 b 5 b

���� ¡ ( £ÄZ

aaaa

a

a

a

a

���� ¡ ( £Ä¢
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d

d

2 d

3 d

5 a

3 a

���� ¡ ( £ÄÄ

aa

a

a

a

aaa

a

���� ¡ ( £ÄÅ

a3

a3

a3 a3

���� ¡ ( £ÄÓ
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d

d3

d d3 d2

���� ¡ ( £ÄÕ

a3 aaa2

a2d

���� ¡ ( £Ä(

d

4 b

2 h

bb

���� ¡ ( £Ä+
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4 b

3 b

b

δ

δ

���� ¡ ( £Ä2

δ

δ

2b

7b

b 3b

δ

���� ¡ ( £Ä6

2d

d

3d d

���� ¡ ( £ÅZ
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a

a

a

a

a

a a a a a

���� ¡ ( £Å¢

d5

d

d

d d

d4

d

���� ¡ ( £ÅÄ

δ

δ

7b

3b

δ

3b

���� ¡ ( £ÅÅ
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x

y

δ

h h

h

h /2

h /2

���� ¡ ( £ÅÓ

h = 200 mm

δ = 10 mm

δ = 10 mm

δ = 15 mm

70 mm 120 mm 70 mm

���� ¡ ( £ÅÕ


